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Vorrede 

zur ersten Auflage. 



Da 



/as mächtige Instrument der Algebra und Änalysis, welches 
unter dem Namen der Determinanten in Gebrauch gekommen ist, 
war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen Quellen nicht leicht 
kennen zu lernen. Die grossen Meister hatten jenes HUlfsmittel 
für die höheren Zwecke , denen ihr Genius diente, sich geschaffen 
und waren wenig gesonnen , ihren Bau durch Betrachtungen über 
Material und Werkzeug, von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ueberzeu- 
gung hatten, aufzuhalten. Daher ist es mit den Determinanten wie 
wohl mit allen wichtigen Instrumenten der Mathematik ergangen, 
dass sie längere Zeit im Besitz von wenig Auserwählten blieben, 
bevor eine geordnete Theorie derselben den Nichtken nern das Ver- 
ständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste Idee, 
der Algebra durch Bildung combinatorischer Aggregate, die heute 
Determinanten genannt werden , zu Hülfe zu kommen, rührt, wie 
DiRicHLBT bemerkt hat, von Leibniz her. Ausser dem Briefe an 
L'HosPiTAL 1693 April 28 und dem Aufsatz Acta Erud. 1700 p. 200, 
in welchem Leibniz die Ueberzeugung von der Fruchtbarkeit seines 
Gedankens ausspricht, scheint aber nichts tlbrig zusein, woraus 
sich schliessen Hesse, dass Leibniz sich um weitere Früchte dieser 
Idee bemüht habe. Die zweite Erfindung der Determinanten durch 
Crameü 1750 blieb un verloren wegen der Dienste, die der Algebra 
daraus erwuchsen , theils durch Gramer selbst , theils nach einer 
Reihe von Jahren durch BfizouT, Vandermonde, Laplage, Lagrange. 
Namentlich war es Vandermondb (sur T^limination 1771), der einen 
Algorithmus der Determinanten zu begründen suchte , während 
Lagrange in der Abhandlung sur les pyramides 1773 von den 
Determinanten dritten Grades bei Problemen der analytischen 
Geometrie bereits in grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den 
wichtigsten Anstoss jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung 
mit Determinanten haben Gauss' Disquisitiones arithmeticae 1801 
gegeben. Ausgehend von der Betrachtung der Algorithmen, welche 
in diesem Werke sich auf die »Determinanten der quadratischen 
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Formen« beziehen; stellten Gaughy und Binet 4812 die allgemeinen 
Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, wodurch 
Rechnungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten eine uner- 
wartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen CalcUls, welchen be- 
sonders Calchy ausgebildet hatte, bemächtigte sich vorzüglich 
Jagobi 1826, dessen in Crelle's Journal niedergelegte Arbeiten 
reichlich Zeugniss geben, was das neue Instrument in des Meisters 
Hand zu leisten vermochte. Erst durch Jagobi's Abhandlungen 
»de formalione et proprietatibus determinantiuma und ))de determi- 
nantibus functionalibus 4841« wurden die Determinanten Gemein- 
gut der Mathematiker, welches seitdem von verschiedenen Seiten 
her wesentliche Vermehrungen erhalten hat. 

Jagobi^s Abhandlung de formatione etc., welche nicht un- 
mittelbar für das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, und 
Spottiswoode eleraentary theorems relating to determinants, Lon- 
don 1 85 1 . eine Schrift, welche bei zweckmässiger Anordnung des 
SloflFes und einer guten Auswahl von Beispielen manche Unge- 
nau igkeiten enthält, waren die einzigen vorhandenen Anleitungen 
zur Kenntniss der Determinanten, als ich mich entschloss, das zum 
grossen Theil noch zerstreute Material in eine Theorie der Deter- 
minanten, begleitet von den wichtigsten Anwendungen derselben, 
zusammenzustellen. Meine Arbeit war fast zum Abschluss ge- 
bracht, als mir Brioschi la teorica dei determinanti, Pavia 4854, 
bekannt wurde. Dieses Werk, hervorgerufen durch das auf vielen 
Seiten gefühlte Bedürfniss einer elementaren Anleitung zur Kennt- 
niss der Determinanten, ist mit vorzüglicher Sachkenntniss ge- 
schrieben und enthält einen reichen Schatz treflflichen Materials^ 
wodurch es schnell in weiten Kreisen Eingang und Anerkennung 
sich verschaflFt hat. Die jüngst in Berlin erschienene deutsche 
üebersetzung dieses werthvoUen Buches ist ohne Zweifel den 
deutschen Mathematikern sehr willkommen. Dass ich den Muth 
hatte , meine Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden, 
gründet sich hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage 
und Ausführung meiner Arbeit. Um den theoretischen Kern des 
Gegenstandes möglichst rein herauszuschälen^ habe ich die Haupt- 
eigenschaften der Determinanten und die darauf gegründeten Al- 
gorithmen in synthetisch genau articulirtem Vortrag, wie er den 
Lehrbüchern von Alters her eignet, abgehandelt und wo es nöthig 
schien durch einfache Beispiele erläutert. Es kann zur klaren 
Einsicht in die Lehrsätze eines Systems nur erwünscht sein, bei 
jedem Lehrsatze die Summe der Prämissen, auf denen er beruht, 
straff zusammengezogen zu sehen. Dagegen habe ich die Anwen- 
dungen auf Algebra , Analysis und Geometrie in einen besondem 
Abschnitt vereinigt, um durch grösseren Zusammenhang leichtere 
Auffassung und in den einzelnen Materien eine gewisse Vollstän- 
digkeit erreichen zu können. Besonders aberwünschte ich meiner 
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Arbeit dadurch einigen Werth zu verleihen , dass ich soviel als 
möglich bis zu den Originalquellen vorzudringen suchte, um die 
ersten Erfinder von Methoden und die ersten Entdecker von Lehr- 
sätzen citiren zu können. Solche Gitate sind nicht nur ein Opfer, 
welches die spätere Zeit den frühern Offenbarungen des Genius 
schuldet, sie bilden ein Stück Geschichte der Wissenschaft und 
laden zum Studium der hohen Werke ein, aus denen die Wissen- 
schaft aufgebaut ist^ und in denen noch immer reiche Schätze un- 
gehoben ruhen. Freilich kann ich nicht erwarten, dass mein 
Suchen hierbei überall zum Finden des Richtigen geführt hat ; ich 
hoffe aber, dass verlautete Irrthümer zu gelegentlicher Aussprache 
des Richtigen Veranlassung geben werden. 

Nach dem Vorbemerkten ist es unnöthig hervorzuheben, was 
von meiner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hinzugefügt 
worden ist. Es bleibt mir nur übrig , die Güte meines gelehrten 
Freundes Borchardt dankbar zu rühmen , der durch mancherlei 
Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unterstützt hat. 

1857. 



Zur vierten Auflage. 

Die vierte Auflage meines Buches hat in mehrern Abschnitten 
wesentliche Verbesserungen und Zusätze erhalten , welche die 
Auffassung zu erleichlern und den Blick zu erweitem geeignet 
schienen. Mehrere derselben sind bereits in meine Elemeote der 
Mathematik 1872 übergegangen, namentlich die Verlauschung ge- 
trennter Elemente mittelst Vertauschungen von Nachbarn, die De- 
finition eines Determinantengliedes, die Voranstellung der Systeme 
von Subdeterminanten , die Adjuncte eines Elements und einer 
Subdeterminante , die Gomposition einer Reihe aus zwei gegebe- 
nen Reihen (§§. \ — 3). Neu geordnet und mit Erläuterungen 
ausgestattet ist §. 4 , vermehrt um die Determinanten, welche zur 
Definition der Collinearität jund der Involution dienen. In den 
eingeschalteten §. 5 wurden mehrere besondere Entwickelungen 
vereinigt , die Anordnung der Determinantenglieder nach den Ele- 
menten der Diagonale und nach den Elementen einer Zeile und 
einer Colonne , die Darstellung einer Determinante , von welcher 
eine Subdeterminante des nächstniederen Grades null ist, und der 
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DetermiDdoie eines Systems, dessen Elemente a^i^ und aj^^ ent- 
gegengesetzt gleich sind. In §. 6 ist die Determinante eines Sy- 
stems von componirten Elementen , in §. 7 die Determinante eines 
Systems von Subdeterminanten übersichtlicher entwickelt und 
durch characteristische Beispiele erläutert worden. 

Vereinfacht und ergänzt findet man in §. 8 die Auflösung 
eines linearen Systems, in §. H die Formulirung des gemein- 
schaftlichen Divisor verschiedener Grade von zwei ganzen Functio- 
nen , sowie der Multiplicatoren , mit Hülfe deren durch zwei gege- 
bene ganze Functionen eine dritte gegebene ganze Function aus- 
gedrückt wird. In §§. 12 — 11 haben mehrere Artikel grössere 
Zusätze und durch Umstellungen mehr Abrundung erhalten ; den 
Schluss dieses Abschnitts bildet eine neue Mittheilung, die ich 
Herrn Rosanes verdanke , über die linearen Substitutionen, durch 
welche eine gegebene quadratische Form in dieselbe Form der 
neuen Variablen transformirt wird. 

Die analytischen Ausdrücke für die Fläche eines Dreiecks so- 
wie für das Volum eines Prisma und eines Tetraeders sind in §. 15 
einfacher als bisher begründet worden , den Entwickelungen des 
§. 1 6 habe ich mehr Zusammenhang zu geben gesucht. In §*. 1 7 
sind hinzugekommen die Relation der Distanzen einer Geraden von 
3 Puncten , einer Ebene von 4 Puncten , sowie auf Grund einer 
Mittheilung, mit der Herr Mertens mich beehrt hat, die Bestim- 
mung des Kreises , der 3 gegebene Kreise einer Ebene berührt. 
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Erster Abschnitt. 
Theorie der DeterminanteiL 



§. 1 Eintheilang der Permatationen gegebener Elemente 
in zwei Classen. 

1. Die Elemente einer Complexioo , aus welcher Permuta tio- 
nen abgeleitet werden sollen, werden durch Ordnungszahlen un- 
terschieden. Ein Element heisst höher als ein anderes, wenn 
es die grössere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com- 
plexion vergleicht man jedes Element mit allen folgenden und 
zählt, wievielmal einem höhern Elemente ein niederes nachsteht; 
die gefundene Anzahl heisst di« Anzahl der Inversionen (deran- 
gements, variations) , welche die Complexion enthalt*), z. B. die 
Permutation 0204^^01 enthalt 4 Inversionen: a^ai, 0403, a^a^j OjOi. 

Die Permutationen gegebener Elemente sind von Gramer in 
zwei Glassen getheilt worden , deren erste die Permutationen um- 
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhan- 
den ist, deren zweite die Permutationen mit ungerader Anzahl 
von Inversionen enthalt. 

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Ele- 
ment mit einem andern vertauscht wird, während 
die übrigen Elemente ihre Platze behalten, so än- 
dert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen 
um eine ungerade Zahl**). 

Beweis. Wenn ein Element mit einem Nachbar vertauscht 



*) Gramer Analyse des lignes courbes, 1750. Appendix p. 658. 
**) Dieser Satz wurde zur Unterscheidung der Permutationen von B^zout 
aufgestellt (Bist, de Tacad. de Paris 4764 p. 292) und von Laplace bewie- 
sen in derselben Sammlung 4772, II p. 394, einfacher von Moll weide de- 
monstratio eliminationis Cramerianae, Leipzig 4 8H § 9 und von Gergonne 
Ann. de Math. 4 p. 450. 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. 4 
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2 §. 4, 8. 

wird, so ändert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen um 
1 . Um das Element g mit dem dmxh k rechts folgende Elemente 
getrennten Element h zu vertauschen, kann man zuerst g mit 
dem rechten Nachbar {k-h 1)mal, dann h mit dem linken Nach- 
bar Amal vertatfschen. Dabei ändert sich die Anzahl der vorhan- 
denen Inversionen (2Ä: -h i)mal um \ , und wird ungeradmal aus 
einer geraden Zahl eine ungerade , aus einer ungeraden eine ge- 
rade Zahl. Also ändert sich bei der Vertauschung von g und h die 
Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl. 

3. Durch Yertauschung von jedesmal 2 Elementen können 
nach und nach alle Permutationen einer gegebenen Complexion 
dargestellt werden*). Die in dieser Reihe der Permutationen an- 
zutreffenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (2) . Da die Anzahl aller Permutationeu gerade 
ist, so giebt es ebensoviel (gerade) Permutationen der einen Classe, 
in denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als (unge- 
rade) Permutationen der andern Classe, welche eine ungerade An- 
zahl Inversionen enthalten. Die einen lassen sich durch eine ge- 
rade, die andern durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten. 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe, v^enn eine 
aus der andern o deii beide a us einer drit ten durch eine gerade 
Anzahl Verlauschungen von jedesmal 2. Elementen sich ableiten 
lassen. 

4. Analytischer Beweis des Lehrsatzes (2) **). Zur Unter- 
scheidung der Permutationen bilde man bei jeder derselben die 
Differenzen der den Elementen zugehörigen Ordnungszahlen, in- 
dem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen- 
den Elements subtrahirt. Eine Permutation enthält soviel In- 
versionen, als unter den erw^ähnten Differenzen negative vor- 
kommen (1). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Function der Ordnungszahlen***), welche 

*) Vergl. Gallenkamp Elem. d. Math. 4850 §. 14 und des Verf. Eiern, 
d. Math. 2tes Buch §. 24. 

**) Jacob! Determ. 2 (Grelle J. 22 no. H). 
***) Fonction alternde nach Gauchy J. de l'ec. polyt. Cah. 47 p. 30, 
Analyse algebr. III, 2. — ' Functio alternans nach Jacobi Grelle J. 22 p. 360. 
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§.1,5. 3 

durch Vertauschung von 2 Ordnungszahlen denenl- 
gegengesetzten Werth erhält. 

Beweis. Nach der Vertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Differenzen in veränderter Ordnung diesel- 
ben absoluten Werthe wie vorher , also behält ihr Product seinen 
absoluten Werth. Versteht man unter i und k zwei bestimmte, 
unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen ; unter 

7J(r-«)(r-Ä;), Hir-s) 
die Producte aller Facloren , deren allgemeine Formeln 

(r— fJlr— fe), r— 5 
sind, bezeichnet man endlich eine der Einheiten \ oder —1 durch 
€ , so wird das Product der bei einer gegebenen Permutation zu 
bildenden Differenzen durch 

i{k-i] ir(r-«}(r-Ä) II[r—s] 
ausgedrtlckt. Wird nun i mit k vertauscht, so bleiben 

Ilir—ijir—k) und Ilir-s) 
unverändert, und k-^i erhält den entgegengesetzten Werth. Also 
bekommt das Product den entgegengesetzten Werth, w. z. b. w. 

Da durch Vertauschung von ä Elementen der Permutation 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ändert sich zugleich die Anzahl der negativen Differenzen, mit- 
bin die Anzahl der vorhandenen Inversionen , um eine ungerade 
Zahl , wie oben bewiesen worden. 

5. Die Vertauschting der Elemente einer Complexion heisst 
cyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Element durch das erste ersetzt wird. 

Durch eine cyclische Vertauschung aller Ele- 
mente erhält man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
Classe, je nachdem die Anzahl der Elemente unge- 
rade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Elementen lässt sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten, dritten u. s. f. , also durch w—i Vertauschun- 
gen von jedesmal 2 Elementen erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede an- 
dere durch cyclische Vertauschung einzelner Grup- 
pen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B. 
725438169 
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* §1,5. 

die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, 
und 

293874156 
die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden PermU- 
tation, so beginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Permutation , mnd ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 dhrch 5^ durch 3, endlich 3 durch 
das Anfangs ausgestossene Element 7j Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen undderen Placirung vollendet 
(293. 7.. 56). Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch 
übrigen Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyclische Ver- 
tauschung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. Das 
noch übrige Element 4 ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen aus der 
ersten Permutation die zw eite abgeleitet. 

Wenn man jedes der Eleoiente , welches bei der eben be- 
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist, als eine besondere Gruppe mitzählt, so 
gilt die Regel : 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Glasse 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl 
ihrer Elemente und der Anzahl derGruppen, durch 
deren cyclische Vertauschung aus der einen Permu- 
tation die andre abgeleitet werden kann, gerade 
ist oder ungerade*). Bestehen nämlich die gegebenen Per- 
mutationen aus n Elementen , lasst sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten , dass man die Elemente in p Gruppen von a^ , 
a2 , «3 , . . Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyclische Vertauschungen umbildet , so können die vorzunehmen- 
den cyclischen Vertauschungen durch 

Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist 

«1 + «2 + ff, + • • = n 

also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n — p Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 



♦) Caüchy 4845 J. de l'^c. polyt. Cah. 17 ip. 42. Anal, algöbr. Note 4. 
Vergl. Jacobi Det. 3. 



Um die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Plätze zu 
brmgen , sind nicht weniger als a^ — I Vertauschungen von jedes- 
mal ^ Elementen erforderlich u. s. f. , daher kann eine der gege- 
benen Permutationen aus dör andern nicht durch weniger als n^p 
Yertauschungen von jedesmal 3 Elementen abgeleitet werden. In 
dem obigen Beispiel i^^£=3, n— ^=6, folglich gehören die gege- / /^ 
benen Permutationen derselben Classe an. 



§. 2. Determinante eines Systems von n^ Elementen. 

1. Wenn m Zeilen (Horizontalreihen*, lignes) von je n Ele- 
menten , oder von der andern Seite betrachtet nCoIonnen (Ver- 
ticalreihenj von je m Elementen zu unterscheiden sind, so wer- 
den die Elemente im Allgemeinen zweckmässig durch 2 Nummern 
(indices , sufBxe) bezeichnet , deren erste die Zeile , deren zweite 
die Colonne des Elements angiebt*) , z. B. 

«11 «ij • • «in 



Das Element a^j^ ? dessen Zeilen-Nummer * und dessen Colon- 
nen- Nummer k ist, wird auch durch a/*^) oder [ik] bezeichnet. 
Das System heisst defectiv, wenn m<^n, excessiv, wenn 
iw > n. Wenn mssn, so heisst die Reihe der Elemente vom ersten 
zum letzten 

die Diagonalreihe des Quadrats der Elemente. 

2. Definition. Unter der Determinante des Systems 
von n^ Elementen, welche in bestimmter Ordnung in n Rei- 
hen von je n Elementen gegeben sind, versteht man ein bestimm- 
^ tes A^ ^ ^regat aller Producte von je n solchen Elementen , deren 
nicht zwei einer Zeile oder einer Colonne angehören. Wenn fgh . . 
eine Permutation bestimmter Classe der gegebenen Zeilen - Num- 
mern , rst , . eine Permutation derselben Classe oder nicht dersel- 



*) Diese topographische Bezeichnung ist zuerst von Lsibniz angewandt 
worden. S. dessen Brief an L'H6pital 1693 April 28 und Acta Erud. 4700 
p. 200 (Leibniz math. Schriften herausgeg. von Gerhardt 11 p. 239, Vp. 348). 
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6 §.2, 2. 

ben Classe der gegebenen Colonnen- Nummern (§. '1 , 3) ^ und 
demgemäss £ die positive oder die negative Einheit bedeutet, so 
ist das Product 

ein Glied der Determinante. Daher sind auch 

u. s. w. Glieder der Determinante. Insbesondere ist das Product 
der diagonalen Elemente a^ 022 . . dnn ^^^ Glied der Determi- 
nante, das Anfangsglied derselben. 

Alle Glieder der Determinante werden gebildet , indem man 
bei unveränderten Zeilen -Nummern des Systems die Colonnen- 
Nummern permutirt; dabei nimmt man jedesmal aus allen Zeilen 
je ein Element, so dass nicht zwei dieser Elemente einer Colonne 
angehören. Dieselben Glieder werden erhalten, wenn man bei 
unveränderten Colonnen-Nummern die Zeilen-Nummern permu- 
tirt ; dabei nimmt man jedesmal aus allen Golonnea je ein Ele- 
ment, so dass nicht zwei dieser Elemente einer Zeile angehören. 
Man findet z. B. das Glied «a^^ ügg aj^i . . sowohl dadurch, dass 
man aus den Zeilen /*, g^h^ . . die Elemente der Colonnen r, Syt^ , . 
wählt, als auch dadurch, dass man aus den Colonnen r , Sy t, , . 
die Elemente der Zeilen f, g, h, , , wählt ; bei beiden Operationen 
hat £ dieselbe Bedeutung. Das Anfangsglied der Determinante ist 
das Product der Elemente der Diagonalreihe 



Aus dem Anfangsglied werden die übrigen Glieder abgeleitet, in- 
dem man die ersten Nummern unveränidert lässt und die zweiten 
permutirt. 

Die Determinante eines Systems von n^ Elementen heisst nten 
Grades, weil ihre Glieder Producte von n Elementen sind. Sie 
hat 4.2... n Glieder, welche zur Hälfte £«4, zur andern 
Hälfte £= — f haben (§. 1,3), unter denen aber gleiche oder entr= 
gegengesetzt gleiche nicht vorkommen, so lange nicht besondere 
Beziehungen zwischen den einzelnen Elementen stattfinden. Man 
bezeichnet die Determinante nach Caughy und Jagobi durch Ein- 
schluss des Systems der Elemente zwischen Colonnenstriche, oder 
durch das mit dem Qoppelzeichen ± unter ein Summenzeichen ge- 
setzte Anfangsglied, oder nach Yandermonde durch Aufstellung der 
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§.2, 3. 



Reihe der ersten Nummern , welche zur Unterscheidung der Ele- 
mente dienen, über der Reihe der zweiten Nummern*) : 

Oll ö,, . . «H. 

n 



Beispiele. 

a b c 

«1 ^ ^i 
a, ft, c, 
a 6 c d 
«I ^1 c, <ii 
a, 6, Cj dj 
a, 6, c, d. 



Z ± a^i a,. 



1 I 2 I 



/1 2 . . nX 



= aft, — a^ft 



ab^c^d^ — a^jC^dj-l-adjCsdi — a&2Cid,-l-a63ejd2 — ab^c^di 
— a» ftCjd, + a, 6c,d, + a, b^cd^ — aj 6,Cgd — Oj 6,cdi + a, ft^c^d 
+ a,6Ci dg — a,6Cgdi — a^b^ cd^ + a,6, c^d + a^ftgCd, — a,6,Ci d 
— ag6Cid,+a,6c,di +ag6,cd,— ajftiCjd— a,6,cdi +aj6,c,d 



3. I. Zwei Systeme von der Art, dass die Zeilen 
des einen mit den Colonnen des andern überein- 
stimmen, ^ 



ö« «s» 



O^n 



«1« ö« 



haben dieselbe Determiaante ^± o^ 022 • . a^n* I^^^i^ 
das Glied €a^ a^^ a^^ . . der Determinante des einen Systems 



*) Cauchy J. de l'öcole polyt. Cah. <7 p. 58. Jacobi Det. 4 und Grelle 
J. 45 p. 415. VANDEUfONDE MäiD. SUF räliminatioii 4774 (Bist, de I'acad. 
de Paris 4772, II p. 54 7). Die Determinanten sind von Leibniz (1. c.) erfun- 
den worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Glew 
chungen für n— 4 Unbekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen 
Gleichungen für eine Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder 
der Determinanten ist Crameii (vergl. §.4, 4) zu nennen. Die von Caücht 
eingeführte Benennung Determinante ist von den nach dem obigen Gesetz 
gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) De- 
terminanten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat Caucht 
(Exerc. de Math. , Exerc. d' Analyse) den Namen Determinante wieder mit 
fonction alternd und mit dem von Laplace (vergl. §. 4,2) gebrauchten 
Ausdruck Resultante vertauscht. 
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§.2, 3. 



ist ein Glied desselben Zeichens der Determinante des andern 
Systems (2). 

II. Wenn im System der Elemente zwei parallele 
Reihen vertauscht werden, so wechselt die Deter- 
minante das Zeichen*). Es sei 

«11 «12 «13 

«ai «a« «2s 

«31 «32 «83 

und nach Vertauschung der ersten Zeile des Systems mit der zweiten 

«21 «22 «28 

«II «12 «18 

a«, a,o a,. 



R' = 



'*81 



«*S2 



Wenn €a^^ ügg aj^ . . ein Glied von R ist , so ist — fia^^. a^^ aj^i . . 
ein Glied von fi', weil bei denselben Colonnen-Nummern die Zei- 
len-Nummern fgh eine Permutation der einen Classe der Zeilen- 
Nummern 423.. des ersten Systems bilden und zugleich eine 
Permutation der andern Classe der Zeilen -Nummern 213.. des 
zweiten Systems. Also ist fi'= — JR. 

IIL Wenn zwei parallele Reihen des Systems 
übereinstimmen, so ist die Determinante des Sy- 
stems identisch null. Denn man hat sowohl jR'=— fi, als 
auch fi'=fi, also fi = für alle Werthe der gegebenen Elemente. 





«11 • . 


«m 




«12 
«22 


«11 

«21 


«18 
«28 






«22 . . 


«2« 


«21 






««l • • 


«wn 




«n2 ««i 


«n» 


' . (^nn 




«m. . 

«12 • • 


««n 
«in 


«ni 
«11 




= (-0 


«12 
«22 


• . «i« «11 

• • «2« «21 


= 


(-^ 




«in 


«i,«- 


1 


. a,. 




««2 


• . «n« «ni 








««n 


««,n - 


1 


• «ni 








•«21 «22 




«2n 


















«21 «22 




«2» 


















«81 «32 




«3»* 


= 















^ 


«ni 


«»2 




f^nn 















*) Vawdermonde 1. c. p. 548 u. 5ii. Laplace Hist. de l'acad. de Paris 
4778, II p. 297. 
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Ueberfaaupt : wenn ikl . . und rst . 
4Ü3 . . bedeuten , so ist 



gegebene Permutationen von 



a,v a,'8 o,u • 




«U «l« «IS • 




«r.- 


ör* «rJ • 


«*r «A* «A« • 


^ * 


«ai «K «23 . 


SS 


««*• 


a.A «si • 


ö/r «/» ö« • 
j: i*:-.^ _ 


j^ j 


ö»i «»« Öfss • 


L^;* 




f^tk ^n ' 



wo e die positive oder die negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Classe angehören oder nicht. 

4. Wenn man von dem System der n^* Elemente m Zeilen 
auswählt und von diesen ebensoviel Goloiinen y so erhält man ein 
partiales System von m^ Elementen, dessen Deleiminante eine 
Subdeterminante mten Grades des gegebenen Systems 

heisst*) . Es giebt f ** j S ubdeterminanten mt en Grades einer 

Zeilen-Combination, (** j des Systems, und ebensoviel Subdeter« 

minanten (n — m)ten Grades. Demnach kommen bei dem gegebe- 
nen System in Betracht ausser der Determinante nten Grades 
n^ Subdeterminanten (n— 1)ten Grades 

(Z) Subdeterminanten (n— 2)ten Grades 

u. s. w. Die Subdeterminanten Uen Grades sind die einzelnen 
Elemente. 

Nachdem man die Gombinationen mten Grades der Zeilen- 
Nummern und der Colonnen- Nummern beliebig durch die Zahlen 

4 bis fissf^j nummerirt hat, bezeichne man durch p^j^ die Deter- 
minante des partialen Systems, dessen Elemente der tien Zeilen- 
Combination und der kien Colonnen -Gombination angehören.. 
Dann ist 

Pii • • Pifi 



C 



das System der Subdeterminanten mten Grades, 
welche zu dem gegebenen System von Elementen gehören. Z. B. 
« = 4, m = 2, 



. *) D6t. d'un sy8l6me d6riv6 bei Caücht J. de l'öc. polyt. Cah. 17 
p..M, partiale Detcirminante, Unterdeterminante bei den deut- 
schen, minor deterroinant bei den englischen Mathematikern. 
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§• *, i- 



• ,u=6, it 



2 
43 


3 


4 

23 


5 
24 


34 


«32 


«14 
Ö3« 


U. S. 


W. 





p« = 



5. Zwei Subdeterminanten eines Systems von n^ Elementen, 
deren Grade sich zu n ergänzen, 

p<* « -2" ± aafüß^ . . und g^^ » -T ± a^ a^„ . . 
heissen adjungirt, eine die Adjuncte der andern, wenn das 
ProSucTcRfTEIeniente o„^ aag . . a^i a^j^ . . ein Glied der Deter- 
minante ^ ± Oll . *. a^ ist (2). Insbesondere sind ein Element 
und eine bestimmte Subdeterminante (n«*4]ten Grades adjungirt, 
die Adjuncte des Elements a,j^ wird durch a^j^ bezeichnet^). In 
Bezug auf das System 



sind adjungirt 



-2" ± a„ a„ a<< a„ und a,, 






11 •*«» 

«15 «18 I 

«« ««« 



und 



fl^ar «»- 



weil 3|4245 und 4|t253, 43i245 und o2|434 Permutationen der- 
selben Classe der Reihen-Nummer n des Systems sind. 
In dem System 

a Oj a, 

b 6i 6, 

Die Elemente Oj , b haben dieselben Adjuncten , wie in den Sy- 
stemen mit derselben Determinante (3) 



hat a die Adjuncte 



b, b, 

c, c. 



*) Caücht I. c. p. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen (Gauss Disq. arithm. 267) aufgenommen und adjungirte 
Subdeterminanten complementär genannt. 
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§. 2, 6. 



4f 



nämlich 



c. c« c 



5, b 



b b, fe, 
c c, c, 
a fl, a.. 



In dem System 



b ftj &2 63 



ö. ft. ft, 

c, c.^ c, 

d, d, d. 



hat a die Ädjuacte 

C M M ^8 

Die Elemente %, ö haben die entgegengesetzt gleichen Adjuncten, 
wie in Tien Systemen mit entgegengesetzt gleicher Determinante (3) 



ttj 


a, a, a 






b 


6. b, b. 


b, 6, 63. b 




C C, C2 C3 


C| Co {/» c 




d d. d, d. 


d, d, d, d 




a a, a^ a^ 


icn 


6, 63 b 








e, c, c. 


*■ 


Ca C3 C 

d2 d3 d 






"~ 


.''. d, d, 
0, a, a. 


Adjungir 


te Systeme 


sind 







w 



wenn a^^ die Adjuncte des Elements a^j^ bedeutet, 

wenn i?,-^ und qij^ adjungirte Subdeterminanten des Svstems 



6. Das Product der adjungirten Subdeterminanten mten und 
(n—m) ten Grades 

Pik ^i* = -2" ± «u/ ö/f^ . . -2" ± a^t «CT« • • 
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12 §. %, 6. 

hat m\{n'^m) ! Glieder, welche Glieder der Determinante 

Ä = -2" ± a,, . . a„„ 
sind. Das Anfangsglied des Products 

a«/ aß'g . . a^f üg^ - • 
ist ein Glied von R (5) . Die Glieder — aßf a^^ . . und a^i a^^ . . 
der beiden Subdeterminanten geben das Glied ^O'ßfO^ag • • ^ot^ffu • • 
des Products, ein Glied von R , weil ßa . . qo » . und fg,.tu.. 
Permutationen nicht derselben Classe der Zeilen-Nummern und 
der Colonnen-Nummem des Systems sind. U. s. w. 

Daher sind die Glieder von Ä, welche die Elemente a^/-, 
üßgy . . enthalten, in der Formel a^raßg . . 2 ± a^i üf^^ . .ver- 
einigt. Die Glieder von J? ± a^ . . 055 , welche das Element 034 
enthalten , werden durch 

«M «34 «= «84 -2: ± Oji a„ a^j a„ 
ausgedrückt (5). Die Glieder, welche (345, 032 enthalten, werden 
durch 

«1» «8« ^ * «21 «4» «54 

ausgedrückt; die Glieder, welche 0^2 , »35 enthalten, werden 

durch 

-öjj a„ JT ± a,i a„ a^^ = a^, a„ -2" ± a^, a^, a^^ 

ausgedrückt. U. s. w. 

§. 3. Entwickelung der Determinante nach den in einer 
Reihe stehenden Elementen. 

l. Aus zwei gegebenen Systemen 
wird ein drittes System 

«11 ^11 + «u ^1« -•- • • + «in ^n «u ^21 + «12 ^«2 + • • + «m ^2n * ' * 

«21 ^11 ■*• ««« ^« -•- • • + «2»! ^in «21 ^21 + «22 ^M + * * + ö^n ^2fl * * * 

componirt (durch Gomposition ihrer Zeilen formirt), indem man 
die Elemente je einer Zeile des ersten Systems mit den Elementen 
je einer Zeile des andern Systems der Reihe nach multiplicirt und 
durch Addition der Producte je ein Element des componirten Sy- 
stems bildet. Die Elemente des componirten Systems sind bilineare 
Formen der Elemente a ond der Elemente b, Z. B. aus den 
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§. 3 , 2. 




Systemen 




a b c 


X y 4 


a' b' c' 


x' y' 4 


wird das System componirt 


• 


ax + 6j/ + c 


ax' -^ by' -¥ c 


a'x + b'y + c' 


a'x' 4- b'y' 4- & 



13 



2. Wena.jR = J^± 0^. . a^^ und a,jt ^^^ Adjuncte des Ele- 
ments a^jg ist, wenn demnach 



adjungirte Systeme sind (§. 2, 5j , so findet man durch Composi- 
tion einer Zeile (Colonne) des einen Systems mit einer Zeile 
(Golonne) des andern Systems entweder R oder , je nachdem 
man Reihen derselben Nummer oder nicht derselben componirt. 
Die Determinante ist eine lineare Form der Elemente einer Reihe *) . 

Beweis. Die Glieder der Determinante enthalten je eines der 
Elemente a,i , a^^y . . einer Zeile , sowie je eines der Elemente 
^1*» %*> • • eiiier Colonne. Die Glieder der Determinante, welche 
das Element a^j^ enthalten, werden durch a^j^ a^i^ ausgedrückt 
(§. 2j ö]. Also umfasst die Summe 

0|i «II 4- • • 4- ai„ a^ oder a,jt a.^ 4- • • 4- a„^ «^ 
alle Glieder von fi, jedes einfach. Demnach ist 

Hl «ti + • • + a^„ a,n oder a„- «^^ 4- • • + a«,- o«^ 
die Determinante des Systems , welches aus dem gegebenen da- 
durch abgeleitet wird, dass man die Elemente a,i , a,^ , . . durch 
a^f-i, ajt2, . . oder die Elemente «1^,02;^, . . durch a^^ Oj,-, . . 
ersetzt. Die Zeilen (Colonneu) dieses Systems sind nicht alle von 
einander verschieden, also ist die Determinante dieses Systems 
null(§. 2, 3). 

Beispiele. Wenn die Systeme 

6 61 62 ß ßx ß% 



♦) Gramer 1. c. Lagra^yge Pyram. 7 (M6m. de Berlin 4 773). Caucuy 1. c. 
p. 66. J ACORI Det. 6. 
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5.3,«. 



adjungirt sind, wenn R die DeterminaDte des ersten Systems, a 
die Adjuncte des Elements o, u. s. w. 



a = 


C, Cg 


«1 5= 


6g 6 
Cg c 


«g = 


b b, 
c c, 


ß = 


C, Cg 

Ol Ö2 


ft = 


Cg c 
ag a 


^« = 


C C| 



^ U, 6g 

SO findet man 

a« + ttj«, + agCtg = B 
ba + 6|«i + fcgCfg = 

Ctt + Ci«i + CgCCg = 



I ^2 ^ 

U, 6 



a ai 
b b. 



a« -h bß -¥- cy = R 
a^a 4- 6i/S + Cj^ » 



6 6, 6, 
d dj dg 



u. s. w. Zur Ausrechnung der Determinante genügt eine Zeile 
(Colonne) der Adjuncten. 
a a^ Og ttg 

6 6i 62 63 

c C, Cg Ca 

d dj dg da 

3. Wenn alle Elemente einer Reihe des gegebenen Systems 
null sind , so ist die Determinante des Systems null. Wenn unter 
den Elementen einer Reihe nur eines nicht null ist, so ist die 
Determinante das Product dieses Elements mit seiner Adjuncte; 
die übrigen Glieder der Determinante fallen weg. 





6, 6g 6a 




6g 6a 6 




6, 6 6, 




s= a 


C, Cg Ca 
d, dg da 


-«1 


Cg Ca C 
dg da d 


+ ag 


Ca C Ci 
da dd. 


-«3 



a 










6' 


6" 


6 


6' 


6" 


= a 


c' 


c" 


c 


c' 


c" 









«2 ÖS 

Cg 
dg da 





a, a. 


= (-<)' Ca 


6 Ir. 63 




rf d, rf, 



a »1 , 

6 61 



d dl 

Bei der Vertauschung der 3ten Zeile des Systems mit den vorher- 
gehenden Zeilen und der 3ten Colonne mit den vorhergehenden 
wechselt die Determinante 4mal das Zeichen. In dem System 



hat c\j die Adjuncte 



a 


«i 


«2 


«3 


6 


ö, 


6g 


^ 


c 


Ol 


Cg 


C3 


d 


dl 


dg 


d3 



a 


«i 


«2 


«3 




a 


«1 





«3 


6 






6g 
4 


&3 




oder 


6 
c 





4 


^3 
C3 


d 


d| 


dg 


da 




d 


dl 





d3 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 3, 4. 



45 



Wenn alle Elemente einerseits der Diagonale null sind, so 
bleibt nur das Anfangsglied der Determinante übrig. 



«1, 0,2 a,ä 
a., 



Umgekehrt : Wenn dem gegebenen System der Rand 

10 0. oder ^ x y . oder . oder 

0? 2/0 



y 



X 

4 





y X \ 



zugesetzt wird, so bleibt seine Determinante unverändert. Eine 
Determinante nten Grades kann als Determinante (n-4-1)ten Gra- 
des mit n beliebigen Elementen dargestellt werden. 



a a . 

6 6' = 



1 X y 
a a' 
6 6' 



4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit demselben zumuUipliciren. 
Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe kann 
man vor die Determinante setzen. 



a b c 




pa h c 




«1 ö| (^i 


= 


pa, 6i c. 


= 


«2 b^ 0^ 




pa^ 6, c. 





pa pb pc 
tti 6, C| 

Ct'i 62 Cg 



Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
oa-i-aiai-Ha20f2 oder aa-*-6/?+cy vorgestellt wird. Ferner ist 



a 6 
öl ^ 



-ab 
— Oj 6, 



a b c 
a 61 c, 
a 6» c„ 



4 6c! 
\ b, c, 
4 6, c. 



a b c 




4 1 


c 


a b c^ 


= a6 


1 4 


C^ 


a b c^ 




•4 4 


c^ 



0, 



a pa a^ 
6 1)6 62 
c pc c.^ 



= 



Wenn die Elemente einer Colonne (Zeile) des Systems sich zu 
einander verhalten, wie die Elemente einer andern Colonne 
(Zeile) , so ist die Determinante identisch null. 
Man findet 
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^ d d^ d* 



bcd i a a* 

acd 4 6 b^ 

ahd 4 c c* 

abc i d d" 



iodem man die ersle Colonne mit abcd multiplicirt , und die Zei- 
len durch a, 6, c, d dividirt; 






a b 


c 







4 1 


1 


a 

b 


c 
c 


b 
a 


- 


i 

4 


C* 
C^ 


6« 


c 


b a 







1 


b^ a* 






r: 



/^ 



indem man die 3 letzten Zeilen mit abc multiplicirt, und dann die 
erste Colonne durch abCy die Site, 3te, 4te Zeile und Colonne 
durch a,b, c dividirt. 

5. Wenn in einem System von n^ Elementen die Elemente, 
welche symmetrisch zur Diagonale stehn, z. B. a^^ und a^i gleich 
sind oder entgegengesetzt gleich oder conjugirt complex, so haben 
die Determinanten mten Grade s von Systemen der Art, dass die 
Zeilen- und die Colonnen-Nummern des einen mit den Colonnen- 
und den Zeilen-Nummern des andern tibereinstimmen, 



p = 



dßf üßg 






(^ 



Q^ 






«//? 
«^/* 



^( 



unter einander einen einfachen Zusammenhang. 
I. Wenn a^^i = a,jfc, so ist 



5r^ 



p Ä 









«. ."/p ^^^i-' 



V 



= Q 



y- (§. 2, 3). Insbesondere haben i n diesem System , welches sym- 
^ metrisch genannt wird , a,fc und a^^ dieselbe Adjuncle. 

II. Wenn a^^^ = — a^^ und a,-,- = 0, so ist 









= (-<)''*(? 



Bei geradem m ist P = 0. Bei ungeradem n haben in die- 
sem System, welches nach Cayley Crelle J, 32 p. 119 gauche, 
skew , gobbo genannt wird, a^j. und a^,- dieselbe Adjuncte. Bei 
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\1 



ungeradem m ist P = — , bei geradem n haben a^j^ und a^,- 
entgegengesetzt gleiche Adjuncten. 

Wenn fg . . eine Permutation von aß . . ist, so hat man 

(§• 2, 3) 



t -T ± a« 



a^ß 



bei ungeradem m ist also P identisch null *) . 

111. Wenn a^j^ und a^,- eonjugirt complex sind und a,-^ real, 
so geht durch Vertauschung von V— 1 mit — V— \ die Determi- 
nante P über in Q d. h. P und Q sind eonjugirt complex. Bei der- 
selben Vertauschung bleibt 2 ± a„^ a^^ . . unverändert,/ also 
ist diese Determinante real **) . 

6. Wenn die Elemente einer Reihe Aggregate von m Glie- 
dern sind , so ist die Determinante das Aggregat von m Determi- 
nanten. 



weil (2) 



Wenn z. B. a,-, == 


Pt -*- ?• -^ • • , 


so 


ist 


Pi + ^1 + • • a„ . 




Pi «la • 




9i «1. • 


P« + ff, + • • a„ . 


s* 


Pt ö« • 


+ 


9» a« • 


R = c„ ß„ + a,j «,j + . . « p, «„ + ffi «n + • • 






+ P, «« 


+ 


?« «21 + • • 



|i*/^ K* ^) 



Die einzelnen Determinanten, in welche R sich zerlegen lässt, 
entspringen aus R , indem an die Stelle der Elemente 



die Glieder derselben 



Pi P« 

9i 92 



u. s. w. der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 



a -k- a' 


a, a. 






a a^ a 


2 






a' a, a. 


6+6' 


6, 6, 


= 


b b, 6, 


+ 


6' 6, 6, 


c + c' 


Cj c. 




c c, c. 




C' Cj c. 


a a' 


a" 




a a' a" 




a' a" 




6 6' 


6" 


:= 


6' 6" 


+ 


b 6' 6" 




c c' 


c" 









c' c" 






c 


' c' c" 





*) Jacobi Grelle J. 2 p. 354. 
**) Hehmite Comptes rendus t. 41 p. 184. Grelle J. 52 p. 40. 
Baltzer, Determ. 4. Aufl. 2 
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7. Der Werth einer Determinante wird nicht verändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie- 
bigen gemeinschaftlichen Factor multiplicirten Elemente einer 
parallelen Reihe addirt*) 

a •¥ pb b c 

Ol + jj6, fti Ci 

fv ersjL 3. u, 2 «) , wovon die zweite Determinante identisch ver- 
schwindet (§. 2, 4J. 



a b c b b c 

= ttj ö^ Cj + p 6| 6i c, 

ttj ft, Cg ftg ^« ^2 



Beispiele. 



«liP + b^y + c^Ä «4 64 

^ a? — a y — 6 
1 Xi — a y^—b 
4 a?2— o 2/2— ft 



s 



4 a? 2/ 
1 iTj 1/, ^ 



ic — a y —b 
o^i—a y^—b 



a — X a — a; 
b ^ X b* — X 



i a — a b ^b i a b 

\ X -^a y -^b = \ X y 
\ x^-^a y^—b 4 a?i y, 

4 4 4 

a — X a' -^ X . 

6 — a; 6' — £c . 



(vergl. 3) 



4 4 4. 
X a a' . 
X b b' . 



a a 
b b' 



4 4 
4 a a' 
4 b b' 



U. — UaX tt„ — U.X , 



Wo— w,a7 w, — w„aj , 



4 W, Mj 

Ui —u^x «2 — u^x 
«» — «.a? «, — u^x 



4 «0 «*i 
X u^ «2 
a?' Wg w. 



Die zweite Zeile wird transformirt , indem man die erste Zeile 
mit X multiplicirt addirt ; die dritte Zeile wird transformirt , in- 
dem man die transformirte zweite Zeile mit x multiplicirt ad- 
dirt; u. s. w. 



*) Jacobi Grelle J. 22 p. 374. 
**) Jacobi Grelle J. 30 p. 429. 
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Wenn man in der Determinante 7iten Grades 

die nte Golonne mit a„_i multiplicirt und dann von dieser Co- 
lonne die mit a„ mulliplicirte vorhergehende Golonne subtrahirt; 
wenn man auf dieselbe Weise die (n--l)le, . . Golonne trans- 
forrairt, so findet man 



«n-i S 



6j a^b^ — ajby^ 
c, a,c» — ünC, 






und daher die Determinante (n— 1)ten Grades 



ö«-i S 



0,6,- ag6, 






Wenn die Elemente ganze Zahlen sind, so kann die Deter- 
minante ohne Multiplication reducirt werden, indem man einzelne 
Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen transformirt , bis 
dass ein Element ± 1 geworden ist"* 



43 28 


5 




h 


-44 


^-2S^ 




4 








9 5 


9 


rr 


9 


5 


44 


» 


9 


484 


209 


K U 


H 




K 


44 


^ i 




.4 


. 70 


97 



Von der Uen Zeile wurde die 3te Zeile 3fach subtrahirt, zur 
2ten und 3ten Golonne wurde die Ite Golonne Ufach und 22fach 
^ddirt. 



4 4-4 4 

4-4-4 4 

4-4 4-4 

4 4-4-4 

Die Determinante 



a b c 

b a d 

c d a 

d c b 



-2 



d 
c 
b 
a 



2 

-4 



= 46 



V; 



J^ 



*) Verg], Kronecker Berl. Monatsbericht 4 866 p. 609. 



Digitized by VjOOQ IC 



20 



§. 3, 7. 



€^^. 



ist durch a+fc-i-c+d, a— 6— c4-rf, a—b-^c^d, a-^b-^c-^d 
theilbar, ^so auch durch das Product dieser Factoren.^ Der 
Quotient ist 1. 

Unter der Voraussetzung 



findet man 



r 



a b c 




a' b' c' 


X as 


oT b" c" 





k b c 
= fc' b' c' 
r 6" c" 



ax •¥ by 'h cz =» A; 
a'x + 6'y + c'z = fc' 

aa; + 6t/ + CJ5 5 c 
a'a; + b'y + c'ä 6' c' 
a"x + 6"i/ + c"jj 6" c" 
abgekürzt 

(c6c)a; » (kbc) , (a6c)y = (a/rc) , (abc)3 = (a6Ä) 

Wenn k , ft', ft" null sind , so sind entweder ac, y, ä null oder 

[abc) = 0. 

8. Wenn das System die Determinante hat, so verhalten 
sich die Adjuncten einer Zeile (Colonne) zu einander, wie die 
Adjuncten jeder andern Zeile (Colonne)*). Die Determinanten 
der Systeme 



a b c d 
«1 6i Cj dl 

a, &2 ^2 <^2 



abc 
«l ^1 Ci 

«2 &2 Cj 



«S *3 ^3 dg 

werden durch (aftcof) , {abc) bezeichnet , in dem ersten System 
hat a die Adjuncte er, 'u. s. w. Dann ist 

{acd)a + {bcd)fi s= (a« + 6/? c d) nach (6) 

= {aa •¥ bß •¥ cy •¥ dd c d) nach (7) 

= [abcd] h» 1* I nach (2 u. 3) 

I Cj Oj I 

(acd)«i + {bcd)ß^ = nach (3) ^,0^ 

Unter der Voraussetzung [abcd] = und (acd) nicht null findet, 
man daher 

ß : ^ = «1 : /?! und « : «j = /5 : /?, 



*) Dieser Satz iliesst aus den algebraischen Bemerkungen Jacobi's Grelle 
J. ^5 p. ^04 und Det. 7. 
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Ueberhaupt sind für das System der Adjuncten 

a ß y d 
«i ßx rx ^x 

«« ßt n <^2 

«8 ßt Yz ^t 

alle Determinanten 2len und höhern Grades null (4). Vergl. un- 
ten §. 7, 2 u. 7. 

9. Indem man Determinanten, welche identisch null sind 
(7) , nach den Elementen einer Reihe entwickelt (2) , erhält man 
Identitäten von vielfältiger Anwendbarkeit. 

a—d a ^ 

(6-c) (a-d) + {c-^a) (6-d) + (a-6) (c-d) = 



a 


a' 


\ 


b 


b' 


\ 


c 


c' 


^ 



Bezeichnet man 



4urch [abc] , so ist 

[bcd) [a-d) + {cad) {b-d) + {abd) (c-d) = 

Ferner ist bei beliebigen x, y, z 

a^x + b^y + c,Ä ttj 6, c^ 



6-d b i 
c— d c 4 



0*) 



a-'d a a' 4 

6-d b b' 4 

c^d c c' 4 

d-d d d' 4 



= 



Wenn nun 



a^x + b^y + c^z a^ b^ c, 



a^x + 6,y + CjÄ 



^1 

«5 ^5 Cj 
«« *6 <^6 



= (456) 



u. s. w. , so erhält man durch Entwickelung der Determinante 
nach den Elementen der ersten Colonne 

(234) (456) + (344)(256) + (424)(356) - (423)(456) = 0**) 



*) B^ZGUT Equat. alg6br. 4779 §. 220. 

**) Die entsprechenden geometrischen Sätze hat Monge 4 809 abgeleitet 

(J. de l'öcole polyt. Gab. 4 5 p. 68), auf andrem Wege Möbiüs baryc. Cal- 

cul §. 4 66 u. 474. Ihren Zusammenhang mit der Lehre von den Doppelver- 

hältnissen findet man angegeben in des Verf. Elem. d. Math. VI §. 7, 42—43. 
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D ieselben Resultat e ergeben sich auf folgendem Wege*) . Aus 
den Systemen 

«11 • . «in ^i • • ^n 

«wi • • «n« ^«i • • Kn 

werden 2mdl n Systeme abgeleitet, indem man im ersten System 
alle Golonnen der Reihe nach durch eine bestimmte Golonne i 
des zweiten Systems, und im zweiten System eine bestimmte 
Golonne k der Reihe nach durch alle Golonnen des ersten Systems 
ersetzt. Die Determinanten der gegebenen Systeme werden durch 
R und S bezeichnet, die Adjuncten der Elemente a^j^ und b^i^ durch 
a,^ und ß^jc , die Determinanten der abgeleiteten Systeme durch t^^ » 
^,2i • • und iiiic, U21CJ • • • Dann ist 



U2 =* ^•«l2 + ft«»«« + 



<*2jfc = «12 1^1 A + ^2tßik + 



folglich (2) 



«II «11 4- «»«012 + .. = ^»Ä 

U^a^^ + «/2«M + .. = 62,/? 



und daher 

«»l(«llA;t + «2lA*+--) + ««2(«12A*+ «22^*+-.) + • • 

d. 1. ti,u,^ + ^•jU,;^ + . . = Ä{6„/?,* + 6„.ftft v|. . .) 
Durch Gomposition der Reihen ;,i, ^^ , . . und Uij^, u^jc findet man 
also RSj wenn /c ä e, oder 0, wenn k von i verschieden. Z. R. 

(5234)(4678) + (4534){«678) + (4254)(8678) + (4235)(4678) « (4234)(5678) 
(5284)(5478) + (4534)(5278) + (4254)(5378) + (1235)(5478) = / 

10. Wenn man 

b.b-i) . . (6-Ä+4) 



setzt, so ist 



O' 



4 . 2 



. fr) c*r') ■ ■ TT') 

/c-i-m + 4\ /c-|.w-i-2\ /c+2m\ 

^ /c+2m\ /c+2w+4\ /c+3w-4\ 



♦) Sylvester Philos. Mag. 4854, II p. 442 und 4852, II p. 842. Vergl. 
Brioschi Det. (39) und (63). 
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Denn zufolge der Identität 

/'c+n\ /c+n-t\ /c+n— 1\ 

\k )-{' k ;-i k-i ) 

erhält man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 

S J " \ m ) 



, (..»^ 



er) 



1—1 ) 



\ m- 



Vollzieht man dieselbe Operation an den letzten w— 1, m— 2, . . 
Zeilen , so werden alle Elemente der Diagonale \ , während alle 
Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. Daher ist A b= 1, 
unabhängig von c und m. 

11. Multiplicirt man in dem System (die leeren Stellen des 
Systems enthalten Nullen) 









— fc»-2 ftn 



die Zeilen der Reihe nach mit &o , ^i > • • ? ^n? ^^^ addirt dann zu 
jeder Zeile die folgenden Zeilen, so erhält man ein System, dessen 
Determinante sich auf ihr Anfangsglied reducirt, so dass 

Daher ist*) 

B = {-i)**{a,b, + . . + aMb.b^ . . b^_, 

Aehnliche Form haben die Systeme, deren Determinanten die 
Nenner und die Zähler der Näherungs-Brüche für einen gegebenen 
Kettenbruch sind. Vergl. unten §. 8, 3. 

12. Wenn die Elemente a^i^ und aj^,- gleich sind, und jedes 
in der Diagonale stehende Element a^^ der Summe der mit ihm in 
einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist, seist 
die Determinante des Systems null, und alle Elemente haben 
gleiche Adjuncten **) . 



*) Hervite 4 849 Liouv. J. 44 p. 26. 
**) BoRCHARDT Bcrl. Monatsbericht 4 859 p. 380 und Grelle J. 57 p. 414. 
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Beweis. Alle Elemente einer Zeile des Systems 

«00 • • «OM 



verschwinden zufolge der Voraussetzung , nachdem man zu der- 
selben Zeile alle tibrigen Zeilen des Systems addirt hat. Also ist 
die Determinante des Systems null. 

Wenn man in dem System, dessen Determinante die Adjuncte 
ttoo des Elements a^Q ist, 

zur rten Zeile die übrigen Zeilen addirt; so kommen in die iie 
Zeile die Elemente 

' -«Ol -%2 • • -«0« 

Addirt man nun zur /.ten Colonne die übrigen Colonnen, so erhalt 
man in der Alen Colonne die Elemente 

Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 

man (3) 



^00 = (-^r-^* 



«i-1,0 



= «iVt 



13» Die Determinante nten Grades eines aus 2n— 1 Grössen 
gebildeten Systems 

«1 a, . . a„ 

«n— i «» • • **«» — « 
bleibt unverändert, wenn an die Stelle der Grössen die Anfangs- 
glieder ihrer Differenzen-Reihen gesetzt werden*). 

Beweis. Man bilde aus der Reihe der gegebenen Grössen die 
Reihen ihrer ersten , zweiten , . . Differenzen , indem man jedes 
Glied von dem folgenden subtrahirt: 



*) H. Han&el über eine besondre Classe der symmetrischen Qetei- 
minanlen. Göttingen 4861. 
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Ol 


0« 


«• 


0, . . 


^1 


^n 


^u 


A. ■ 




^. 


z*,, 


^„ . . 




1 


-^, 





Subtrahirt man nun von der nten, (n— Ijten, . . Colonne des ge- 
gebenen Systems die jedesmal vorhergehende, so erhält man 

Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Colonnen 
vollzieht, findet man 

P = 

Ftlhrt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen des zuletzt gefundenen Systems aus, so erhält man 

^1 ^« ^3 • ^n 



^n + i 



-^2« — 2 



was ^^iLbe weisen war. 

Wenn insbesondre aj^ eine ganze Function rwten Grades von 
k mit dem obersten Goefficienten 4 ist, so bilden wie bekannt die 
Grössen a^ , % , 02 , . . eine arithmetische Progression mter Ord - 
nu ng ; JJBi.die Glieder ifirer mten Differe'nzen'^'Reihe haben den 
gemeinschaftlichen Werth J^^ = 1.2...m, weshalb ^,»+1, 
•^«1+2) • • verschwinden. Wenn nun n— 1 = m, so wird (3 und 
§• 3, 3) 

iw(m-H) 

P = (--1) « (4.2.. .w)»»*» 

wiihrend P verschwindet, wenn n-^i <,m. In beiden Fällen 
können statt der Grössen %. a^ , o^ , . . auch die Grössen a,- , 
«/+! > öi+2 » gesetzt werden. j 

Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und i 



4?) 



f^' 



'^ 



-^ec. 






t. * vi 



T.7 
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§. 3, 13. 



so hat man 



(c+fc+m)(c+/r+w— r . . (c+fe+1) 



1.2 ... m 



/> = 



14. 



(--■) . ... 



V m y * ' \ m J 

Partiale Differentiale ei 




ante. 



Wenn unter den Elementen des Systems nur a^j^ sich ändert, so 
ändert sich in der Determinante R nur das Product a^f^ a^j^, und 
von diesem nur der erste Factor. Also ist*) 

5^ = "^ 
Wenn unter den Elementen, welche ajjc enthält, nur Qj., sich 
ändert, so ist das Product 



das Aggregat der Glieder von a^j^ , welche das Element a^ ent- 



halten, und 



btti^ba^ 



• «i& «rs 



das Aggregat der Glieder von Ä, welche die Elemente a^l^, a^, 
enthalten. U. s. w. 

Demnach sind adjungirt (§. 2, 5) 



ttik und 1 — 






und 
und 



b'R 

b'^R 
ba^^^baßg 



unter der Voraussetzung, dass a^^faßg . .ag^ a^,^ 
Determinante i? ist. Daher hat man 



ein Glied der 



b^R 
baisbark 



b^R 
ba^ba^, 



u. s. w. 



Wenn die Elemente des Systems nicht alle von einander 



*) Jacobi Det. 6. 4 0. 
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unabhängig sind, z. B. a/^ s ^C'iki ^^ '^^ 

ÖÄ ^ / bR bR dojA , 

bR 
baa " "'* * *"« 

Wenn a^^ = a,))., so ist cj^« = «ifc (^)> daher*) 

<>« » 

Wenn a^.,- = — a,j^., a^,- = 0, und n gerade, so ist ajfi = — a,-^. 

Bei ungeradem n sind die Determinante und ihre Differential- 
coefficienten identisch null. 

15. Differential einer Determinante. Wenn alle 
£lemenle des Systems sich andern, so ist das vollständige Differen- 
tial der Determinante **) 



ki 



ö«,A *^ 


s= 2'«<jfcda,-;t (^^ = ^ 


,2, 


'.) 


= i:ai, da,., + 2-«,., dai^ + . . (« = 1 


2, . 


.) 


da,, a., a,, . 




«II <*«I2 «.3 • 






<to«l «82 ««« • 


+ 


«21 rf«22 «28 • 
«81 d«3« «83 • 


+ . 





die Summe von n Determinanten, die man aus iß ableitet, indem 
man die Elemente je einer unter den parallelen Reihen durch 
deren Differentiale ersetzt. 

Beispiele. 



= ^ iVdv = 


dM M 

dN N 


\ 


dM M 

d 1= 

dN N 


d'M M 

(PN N 





-r±a„ 



o. 2& c 

a 26 c 

6 2c d 

Ä 2c d 



*) Jacobi Grelle J. 12 p. 20. 
**) Jacobi Det. 6. 
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b_R^_bR_ba^^ bR ba„ 
ba "" ba^^ ba ba.^^ ba 
bR bR öa„ . bR öa,, . bR ba^i 



bR ba 



06 ~ da., Ö6 ba.. bb öa.. öö öa.» bb 



2«., 



2«., 



= 2«j2 4- 2«„ -»- «j 

^ = «aa + «44 

Wenn du = t<iofa? 4- t^dy, rfwj = t/urfa? 4- Ux^dy, . . , und 
wenn, nachdem u einen constanien Werth erhalten hat, dy = y'dXj 
dy' = y"cte ist, so findet man 



1/' = 



-1*1 



u^y^'dx = 



«.v 



w, dWi I 

«, + «, y' tt, 
«i w„ + u,^y' «„ 
«*2 «,a + «„!/' «„ 






da; 



»11 «^12 



«« w, 



1» •*«« 



Die Determinante eines Systems, dessen Colonnen n gegebene 
Functionen von o; und deren Ue, 2te, . ., (n— 1)te DiflFerential- 
coefficienten sind. 

Vi Vn . . l/i,n-i 
Ä = . . ... 

Vn Vni ' • l/n,n-i J 

hat die Eigenschaft, mit y multiplicirt zu werden , wenn man die 
gegebenen Functionen durch ihre Producte mit einer beliebigen 
Function y von x ersetzt*) . 



ViV {yiy)x 



yny iyny)i 



yiyin^i 



(ynt.n^i 



yx Vn 



yn Vm 



?/i,n-i 



3/n,n— 1 



Denn es ist nach der Regel für die Differentiation eines Products 

{yiy)i = t/iiV + i/fi/S (3/ll/^ = y^y -•- '^y^y' + t/ts/"» . • 
also die gesuchte Determinante eine Summe von Determinanten 
(6) . Die erste derselben ist theilbar durch y, die übrigen sind 

null (4). 

Wenn man in dem gegebenen System die Elemente der n— 1 
ersten Colonnen durch ihre Difierentialcoefficienten ersetzt, so wird 



♦) Hesse Grelle J. 54 p. 249 und Christoffel 55 p. 298. Vergl. Frobeniüs 
€relle J. 77 p. 2*5. ' 
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die Determinante null. Also ist*) 

»i »II • • »i^-j J/in 
dn 

dx~ 

Vn Vn\ • • J/n,n-» J/nn 

Sind ^ , ti, . ., t„ von einander unabhängig, und 



SO findet man 






< «« ««' . • '«"-' 



4 S«, . . (n-4)«,»-» 
4 t, t,' .. «,— 






< «n *«' 



4 S(, 



(n-4)t," 



• 4 «„_, .. («-4)t,_,« 
-{-4)"^'.4.J..(n-4)Ä„_, 



■ ^_^ "' .. 



Ebenso ergieoi sicn 

4 «, t,»-' 



«'■4(at5) 






4 



«n 



\ 






§. 4. Entivickelang der Determinante nach den Sabdetermi- 
nanten einer Gombination paralleler Keihen. 

1. Wenn man die Subdeterminanten der tten Zeilen-Combi- 
nation mten Grades (§. 2, i) pfi , Pa, . . , />,„ mit den Adjuncten 

*) Malmsten Grelle i. 39 p. 94. 
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der entsprechenden Subdeterminanten der Aten Zeilen-Combinaiion 
9^7 9ä2> • • ' 9ku componirl, so erhallt man entweder die Determi- 
nante R des gegebenen Systems oder , je nachdem k = i oder 
k von i verschieden. Dasselbe gilt in Bezug auf Colonnen-Gombi- 
nationen. Vergl. §. 3, 2*). 

Beweis. Die Glieder der Determinante R enthalten von der 
^ten Zeilen-Combination die Elemente entweder der Uen Golon- 
nen-CombinatioUj oder der 2ten, oder der 3ten, u. s. w. Nun 
sind die Glieder der Determinante , welche die Subdeterminante 
p^ß^ enthalten , in dem Product p^f^ q^j^ vereinigt (§. 2,5). Also 
umfasst die Summe 

ViiQix + Pm9*2 + . . + P,>g,> 

alle Glieder der Determinante, jedes einfach. Demnach ist 

Pkx Qu + Pk2 Qi2 + • • + P>t/« Qifi 
die Determinante des Systems, welches aus dem gegebenen System 
dadurch abgeleitet wird, dass man die iie Zeilen-Combination durch 
die Ate ersetzt. Die Zeilen dieses Systems sind nicht alle von einan- 
der verschieden, also ist die Determinante desselben identisch null. 

Die Summe p^^ q^i •+■ p,-2 fe -♦- . . hat fim\{n—m)\ = n\ 
Glieder, weil 



(:)- 



n\ 



m\ [n^m)\ 



Beispiel. Durch Entwickelung nach den Subdeterminanten 
der beiden ersten Zeilen des Systems findet man 



«1 


o. 


0, 


0, 


ft. 


b. 


b. 


K 


Cl 


c. 


Cj 


c. 


d. 


d. 


ä. 


d. 



42 |34 -h 23 I U -h 31 I 24 

34 1 12 + 44 123 + 24 1 34 



wenn 42 34 = 



«1 «2 



C3 c, 



u. s. w. 



*) Cauchy I. c. p. 4 00. Der erste Theil dieses Satzes ist in einem all- 
gemeinem Satz enthalten, welcher der LAPLACE'sche Determinanten- 
satz genannt wird. S. unten (6). 
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3< 





a, a. 


0» 


«4 


«5 








b, 6, . 


• 






c, c, . 


. 






d, d, . 








e, e^ . 


• • 




42 1 345 


+ 23 1 445 


+ 34 1 425 + 45 1 423 


+ 43 1 425 


+ 24 1 345 


+ 35 1 442 


+ 44 1 235 


+ 25 [434 




+ 45J,243 






wenn 4 2 


1345 = 


«1 


«2 
b. 


da 


«4 «5 


u. s. w 



2. Wenn das System in m Zeilen n-^m Colonnen Nullen hat, 
so ist seine Determinante das Product einer Subdeterminante mten 
Grades mit ihrer Adjunete. Wenn das System in m Zeilen mehr 
als n — m Colonnen Nullen hat, so ist seine Determinante *) . 



a a^ .a^ 

6 6i fej 

c Cj Cg 

d dj dj d| d^ 

€ 6-, 6a €t 6. 



6, b, 
Ol 02 



d, d, 

«3 ^4 



Die übrigen Subdeterminanten der 3 ersten Zeilen sind null. 



a 


«i 











b 


f>i 











c 


Ci 











d 


rfi 


d. 


ds 


^4 


e 


«1 


«2 


«s 


«4 



= 



Alle Subdeterminanten der 3 ersten Zeilen sind null. 

Beispiel. 

a-k- a' c -^ c' c' a' 

6 + 6' d-¥d' d' b' 

6'+ 6 d'-hd d b 

a'+ a c'+ c c a 



a c c a' 

b d d' b' 

b' d' d b " 

a' c' c a 



*) Jacobi Det. 5. 
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6+6' d+d' d' b' 

d-d' b-b' 

c^c' a^a' 

3. Die Detoniiiniinle 



6+6' d+d' 



! d-d' 6-6' 
c— c' a—a 



R SS 



t (X a' «a' 

4 /J ^' ßß' 

i y y yy' 

4 er (F' (fcf' 

nach den Subdeterminanten* der ersten beiden Colonnen ent- 
wickelt giebt 

{a^ß){y''^y^' + . . + {y''d)[a^ß)tt'ß' + . . 

= j(«'cr'+/9y) + B(/?'j'+ «'/) + c(y'j'+ a'/?') 
wenn man 

0»-y)(«-^) « ^, (y-«)(/?-<y) == B, («-/?){y-.J) » c 

setzt, wobei ^1 4- jB 4- C = (§.3, 9). Daher ist 

R Ä ^(a'(r'+ /?'/- y'tf'- «'/?') - B(/tf'+ «'/?'- /J'eT'- «>') 
= ^(y'- «')(/?'- rf') - B{ß'^ y')(«'- <^') = AB'^ AB 



i « «+«' ««' 

4 ^ ^+/?' ßß' 

4 y y+y' yy' 

n'-a 



B B' 


^ 


c c 


^ 


A A' 


C C 




A A' 




B B' 



weil auch A'-h 5'+ C = 0. Insbesondere ist 

4 a «+«' ««' 
4 ß ß-k-ß' ßß* 

{ y y^y' yy' 

4 «' a-k-a' aa* 
4 «+«' ««' 



4 « «' an' 




i ß ß" ßß' 


^ 


4 y y' yf 




4 o' a on' 





(«'- «) 



{«'- a)5 



4 ß^ß' ßß' 
4 y+y' yy' 

Die Determinante S hat die Glieder 

ßy'iyß') + y«'(«-y') + «|tf(/?'- y+y-«') 

+ ^'y(/- /?) + /a(o'- y) + a'^'f^ - /+ /- «) 

welche wie folgt vereinigt werden 

«(y-«') (/?-/) + «'(/-«)(/?'-y) + ß'^y^ß){y^a'] + /?(y-/5')(/-«) 

so dass 

*j Cayley Philos. Trans. 4 858 t. 4 48 p. 436. 
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Durch die Gleichung i{ = wird die Collinearität (Homo- 
graphiej der entsprechenden Quadrupel aßyd^ a'ß'fd' (Puncte ' 
einer Geraden , Gerade eines planen Büschels , £benen eines Bü* 
schels) ausgedrückt, während die Gleichung 5 = die Involutioi) 
der Paare aa\ ßß\ yy bedeutet. Vergl. Chaslrs Geom. sup. 
1852 w« 21 8. 

4. Die Determinante (/»4-w)ten Grades 



K = 







«♦m + i,! 







4 



"m-k-\,m ^»••+1,1 






deren Elemente Ph . . e^^ so bestimmt werden, dass e,-^ den Werth 
4 oder hat, je nachdem / und k gleich oder ungleich sind, wird 
nach den Subdeterminanten der in ersten Colonnen entwickeil, 
hidem man ^us m Zeilen derselben die Subdeterminante mten 
Grades bildet 

-4 = -2" ± o^j «^ . . 

Um ihre Adjuncte B zu finden, stelle man die die Elemente a 
enthaltenden Zeilen fy g, . . voran an den Anfang des Systems, un^ 
dann ebenso die die Elemente b enthaltenden Colonnen f^g, . . 
voran nächst der mten Colonne. Hierbei hat die Determinante R 
keinen Wechsel erlitten , und in jede Stelle des Systems, welche 
ein Element e mit gleichen Nummern enthielt, ist wiederum ein 
solches Element eingetreten. Also ist die gesuchte Adjuncte B 
i:±h,^\g.. e^e^,,.2:±b,^b^g., (§. 8, 3) 

Demnach ist (\) R ss S AB eine Summe, deren Glieder da- 
durch entstehn , dass man für f, g, . . alle Gombinationen von m 
verschiedenen Nummern der Reihe 1,2, . . , n setzt. 

5. Aus den Systemen 



«I« 



^, 



^1« 



werden SUnal fi Systeme abgeleitet, indem man im ersten System 



Baltzer, Determ. 4. Aufl. 
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alle Colonnisn-Combinalionen der Reihe nach durch eine bestimmte 
Colonnen-Combination i des zweiten Systems, und im zweiten 
System eine bestimmte Colonnen-Combination k der Reihe nach ' 
durch alle Colonnen-Combinationen des ersten Systems ersetzt. 
Die Peterminanten der gegebenen Systeme werden durch R und 
*S bezeichnet, die Subdeterminanten durch p^j^ und p'^^, ihre Ad- 
junclen durch q^j^und q'^j^^ die Determinanten der abgeleiteten 
Systeme durch t^^ , /,'2, . . und ?/i^., w^jt? • • • Dann ist 

Ä = Pia Qxh + P«A 9«A + • • •^' = P'ih Q'xh + P'ih Q\h + • • 

^1 = P\i 9., + P'u *2i + . . * «lA = Pu Q\k + Pi« 9'tk -*- • • 

ht = P'.i V„ + P'»* V/« + • . «,jk = Pi« «'ifc + P«. Q\k + • • 

folglich (1) 

^.Pil + '«p«« + •• =p'«,Ä 

und daher 

^i(p.iV',* + Pv.v'.x 4- ..) + r«(Pi,v'iA + P«v',i- + ..) 

d. i. ti,u,ji + <,,w,x- + . . = Ä(p'u«'»A+P'«9'«A- + ••) 

Durch Composition der Reihen t^^^ t^^j . . und u^^., t/^Jb? • • findet 
man also flS, wenn Ä' = /, oder 0, wenn k von / verschieden*). 
Z. B. aus den Systemen 

a^ a^ a, a^ a^ a, a, a, 

6, &, 6, b^ b^ 6, 6y t, 

Tj Cj Cj C^ Cj Cg Cy Cg 

d, d., dj d, dj d« d, d. 

findet man, wenn die Determinanten t und w durch die Colonnen 
der Systeme bezeichnet werden, 

5634.1278 + 5264.1378 + 5236.1478 4- 1564.2378 4- 1536.2478 

•h 1256.3478 = 1234.5678 
1278.5634 + 1628.5734 + 1672.5884 % 5128.6734 ^ 5l7%.688« 

+ 5612.7834 » 5678.1234 
1278.5612 + 1286.5712 + 1267.5812 » u. s. w. 

6. Die Delerminante R = 2: ± a^^ . . a^„ kann auch durch 
eine Summe von Producten mehrerer Subdeterminanten darge- 
stellt werden**). 

*) Sylvester. Vergl. §. 3, 9. 
**; Vandermonde I. c. p. 524. Laplace ). c. p. 294. Jacobi D(Bt. 8. 
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Man wähle eine Combinaiion von a Colonnen fg» -<, aus den 
übrigen eine Combinaiion von ß Colonnen ik . . , aus den übrigen 
eine Combinaiion von y Colonnen pq. . , u. s, w., so dass 

« + /? + ;+..«» 

und bilde von diesen Combinalionen die Subdeterminanten aten, 
/?len , ^ten , . . Grades 

A ^ 2: ± a^^a^g .. 

' C = 2" ± fl^^^^.,^^ a^^^^.^^^ .. 
u. s. w. , dergestalt dass 

ein Glied der Determinante R ist. Dann umfasst die Summe 
2 ABC, von 

(«\/n — «\/n — a— /J\ n! 

«A ß )\ y )" "«? ?'' r^ .. 

Gliedern (welche entstehn , indem man alle Colonnen-Combinatio- 
nen bildet' , alle Glieder der Determinante R^ jedes einfach. 



§. 5. Besondere Entwickelaiigen von Determinanten. 
1. Die Determinante wten Grades 




F[z) = 



«si ««2 «as 



-Si 



"3'^ 



ist eine Function nten Grades der Variablen z , von welcher die 
diagonalen Elemente des Systems abhängen. Der Coefßcient von 
3" ist \ , das constante Glied ist F(0) =^±0n ^.a^n- Um den 
Coefficienten von s*" zu finden , bilde man das Product der adjun- 
girten Subdeterminanten /nten und (n— Wi)len Grades 



a 






^fg 






«** + * 



welches die Glieder von F[z] 
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CL 



enthält. Der gesuchte Coefficient wird durch die Summe 2R^_^ 
ausgedrückt, deren Glieder allen Comhinationen {n—w)ten Gra- 
des rs, . der Nummern 1 . . n entsprechen. Daher ist*) 

F{z) = Ä„ + 22'Ä„_, + a'-STÄn-s + • + is" 

Beispiel. Wenn w=4, unda^i, '2±%i«22 7 •• durch 1,12, .. 
bezeichnet werden , so ist F{z) 

= 1234 + [123 + 124 + 434 + 234] z 
+ [12 + 13 + 14 + 23 + 24 + 34] s'' + [1 + 2 + 3 + 4] «• + z* 

2. Die analoge Entwickelung von 



u = 



o— 1* b c 

a" 6" c"— tt" 



ergiebt 



-^ — «« — w'/?' — w"/' H- tt'tt"o + tt«"6' + wk'c" — t««'«" 



wenn 



a 


b 


c 


a' 


b' 


c' 


a" 


^" 


c" 






und er , /^, /' die Adjuncten der Elemente a , 6', c" in J bedeu- 
ten. Unter den Voraussetzungen 
p u = w-»- 6 + c , t*' = o' + 6' + c' , w" as a" + b" + c" 

verschwindet f/ (§. 3, 7) und man hat 

,1 = wtt'w" — w'w"a — wtt"6' — «w'c" + tt« + u'ß' + w"/' 
Ä ttw'tt" — u'u"b — ««"c' — uu'a" + «/? H- «'/ H- w"«" 
= uv!u" — tt'i«"c — uu"a^ — wu'6" + «>' + «'«' + u"(e' 

nach cyclischer Vertauschung der Colonnen , bei welcher J das 
Zeichen nicht wechselt (§. 1,5). Daher ist 



= 1 



u'u" uu" uu' 



wovon die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden können**). 

3. Die Glieder der Determinante ß = .2±aii . . a^^ enthal- 
ten von den Elementen der Diagonale entweder alle w, oder w— 2, 
oder n— 3, . ., oder 1 , oder keines. Um die Glieder von R zu 

A 

*) Jacobi Grelle J. 12 p. 15. 
**j Vergl. Jacobi Grelle J. 5 p. 350. 



A ^» " 



( 
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finden , welche m und nicht mehr diagonale Elemente enthalten, 
bilde man das Product der adjungirten Subdeterminanten mten 
und (»— m)ten Grades 



«// ""/ff 



^88 



Der erste Factor hat das Glied o,ff.agg . . , der andre Factor wird, 
nachdem man seine diagonalen Elemente durch Nullen ersetzt hat, 
durch D^_^ bezeichnet. Daher werden die gesuchten Glieder 
durch die Summe 



Za 



'ff^gg 



'I>n^r 



ausgedrückt, deren Glieder aus allen Combinationen mten Grades 
fg. . und den zugehörigen Combinationen (n— m)ten Grades rs ,, 
der Nummern 1. .n gebildet sind*). 



Beispiel. Wenn 



«12 o,3 a,, 

«21 ^ «23 «2- 



■*31 



*41 



»'32 



a, 



42 ""«S 



durch (1234) bezeichnet wird, u. s. vv. , so ist 

= «11 «22 «33 «44 + «11 «22 (3*) + «11 «38 (**) + «, 1 «44 (^S) 
+ «22 «33 ('*) + «22 «44 (<3) + «33 ü,, (12) 

+ an (234) + a„ (134) + O33 (124) + a,, (123) + (1234) 
4. Die Anzahl derjenigen Glieder der Determinante 

welche diagonale Elemente des Systems enthallen , wird wie folgt 
gefunden. Die Formel (3) 

^// ^99 ' ^^ ^rr «5S • • 

hat (n— m) I Glieder, welche Glieder von R sind und m und mehr 
diagonale Elemente enthalten. Man bilde nun aus allen Combina- 
tionen mten Grades fg . . und den zugehörigen Combinationen 
(n—m) len Grades rs . . die entsprechenden Formeln und durch 
Addition derselben die Summe S^. Diese Summe hat 



*) Cayley Grelle J, 38 p. 
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\mj m! 

GHeder, welche Glieder von R mit m und mehr diagonalen Ele- 
menten j aber nicht alle von einander verschieden sind. Denn ein 
Glied einer der addirten Formeln , welches k und nicht mehr dia- 
gonale Elemente enthalt, kommt in ( ] Formeln einfach vor und 
hat in S^ den Coefficienten ( j . 

Ein gegebenes Determinantenglied mit k und nicht mehr dia*<' 
gonalen Elementen hat in dem Aggregat von k und niabr Summen 
Sj— S2"*"'S'3— • • den Coefficienten 

(o-a)^a)--''--(o*a)- 

= (1-1)^ = 0. 

Demnach enthiilt das Aggregat der n Summen S^— S2+S3 

kein Determinantenglied ohne diagonale Elemente, aber alle De- 
terminantenglieder mit 1 und mehr diagonalen Elementen , jedes 
einfach. 

Wenn man entsprechend die Gliederzahl von S^ vermindert 
um die Gliederzahl von S2, vermehrt um diFGIiederzahl von S3, 
u. s. w. , so behält man die Anzahl der Determinantenglieder mit 
diagonalen Elementen ^ 

n! n! n! 

4 T "*■ 3I - ' ' 

und findet die Anzahl der Determinantenglieder ohne diagonale 
Elemente 



.2 3! • n\ , 

Weil 

1 1 f-ij» (-<)'*+' 



e~ 



2 31 nl (n+4)! 

SO ist xjj^ bei ungeradem n die ganze Zahl des Quotienten n! : e, 
bei geradem n die nächsthöhere ganze Zahl. 

Zur recursiven Berechnung von xp^ hat man 

und durch Addition von i^n^'^^n—i + i'-^)^ 
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Aus t//i=0, tp2==^ findet man 1^/3=2, ^4=9, 1/^5=44, 1/^6=265, 
u. s. w. 

Wenn man in der Entwickelung der Determinante R nach 
den 4i«gonaleQ Elementen (3) die einzelnen Glieder zählt , so er- 
hält man direet die Recursion 

'^« + (n-4) ^'»-» -^ • • -»■ ( j) '/'j + < = '*• 

und k»nn tfß^y nachdem man n — 1 , n— 2, . . für n gesetzt hat, 
aus defii aufgestellten linearen System berechnen"^). 

5. Wenn Ä =*= 2 ± o^ . . a„„ und aij. dem Element a^. ad- 
jungirt ist, so kann die Determinante S = ^ ± o^o «ii • • a^n des 
um den Rand a^Q . . o^q • • don vergrösserten Systems nach den 
Elementen des Randes entwickelt werden **) 



/ 



«!• «11 «la 



»2« "21 "22 



= «,,/?- J'ai^a.A«^;^ (t, Ä; =8 1, 2, . .) 



Die Glieder von S, welche das Element aoo enthalten, wer- 
den durch OqqR ausgedrtlckt. Wenn die Subdeterminanten des 
vergrösserten Systems 






und P s= 



»/r tt/s 



adjungirt sind, so ist a^au^Q Ausdruck der Glieder von S, welche 
die Elemente aoo ? ^ik enthalten , folglich a,;^. Q Ausdruck der Glie- 
der von Ä, welche das Element Ui^ enthalten, d. h. Q = aij^, und 
— UjQ Ooft ^ik Ausdruck der Glieder von 8 , welche die Elemente 
des Randes ä,0) ^ok enthalten, ü. s. w. 



*) Die Zahl i//„ ist in der 3. Auflage dieses Buchs 4870 direet und 
recursiv bestimmt worden. Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Leipziger 
Berichten 4 873 p. 534. Eine andre Auszählung hat J. Weyrauch Grelle 
J, 74 p. 273 mitgetheilt. Der recursive Ausdruck für i/'«^., ist direet auf- 
gestellt worden von Monro Messenger of Math. 4 872 p. 38. 
**) Caüchy 1. c. p. 69. 
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Beiipielo. 



a r g h 

r b 9 9 

g' 9 c 

k' 9 d 



= abcd^fTcd-gg'bd^hh'bc 



Unter den Adjuncten der Elemente des kleinem Systems sind nur 
die der diagonalen Elemente nicht null. 



a.'^x. 


fl« 


«. «4 




a.+x, 


fl. 




«• «• 


-«1 


^. 







«. 


a, + x. 


a, a. 


9 


-«t 


X, 




«i 


fl» 


«•+*. «4 








J?, «. 




«i 


«t 


o, a^ + », 






a,+x, a. 


a. 


«• 








^ 


-^1 a;. 




^1 














-x. 








*. 







= (Oi + Xi) x^^^ -I- a^XfX^ + ayX,x^« + a«x,x^, 
= x,x^^, (4+ -?l4-— + ~ + — J 

•^•V ^1 *« ^1 «4/ 

Die letzte Zeile des gegebenen Systems wird um die voiiiergehen- 
den Zeilen vermehrt, die vorletzte desgleichen, u. s. w. Im trans- 
formirten System wird die erste Zeile von den folgenden Zeilen 
subtrahirt. Wenn a^sa?2 = " =0;, Oi-i-a^H — =6, so ist 

die Determinante x^(i -\ Y 

6. Wenn a/^i = «iä» so ist «j^t = «f* '§• ^> «^l > foJgHch 

so dass für t' die Nummern 1 . . n ^ für lA* die Combinationen 2ten 
Grades derselben Nummern gesetzt werden. 



Beispiele. 



a 6 
a c 
6 c 



= iabc 



a li g 
h h f 
g f c 



In 



fc 



= abc - ap - 6gp« - cä* + ^fgh 
haben b j c, f &e Adjuncten c, 6, — /*. 
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a b c 

a A ^ 

b h f 

c g f ^ 






i 
a Ä j/ Z 






A & f m 
'g f c n 
l m n ^ 

wenn die Adjuncten der Elemente a, h, . , in 

a A j;f 

A» A 6 /* 

5^ r « 
durch a', h\ . . bezeichnet werden. 

7. Wenn Ä = JS ± Ou . , a^i, ä , so ist 




(§S,8) 



«11 «1* 
I «fi «•* 
S = 2" ± a,, a„ . . a„„ = - J^a^. a,* «<;fc^ (5) 

und demnach unter der Voraussetzung, dass ati^icht null ist, 

- - («10 «11 + ö« «A* + • •) («Ol «11 + «W«18 + • •) 



«1» «1! 



'; 



Die Factoren des durch 8 iheilbaren Products sind den Adjuncten 
der Elemente Ooi und Ojo in S entgegengesetzt gleich , während 
«11 die Adjuncte der Subdeterminante Oqq o^i — o^i a^o ist. Vergl. 
§.7.2. 

Wenn insbesondere a^,- = a^^, mitbin «j^, = a,/j., so ist 



«„5 = - (^ai,aj,)» = 



^.k 



*) Vergl. Hesse Grelle J. 69 p. 319. 






^tW r 



^Ll^\JoL\; 



DiaitizeS bvA^DO,Qfl£. .f. 
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Vermöge der IdentiUlt a^^ aj^j^ =: a,-^^ (§. 3, 8) ist zugleich 

5 =x - -To,-. yaa 2a^i, /«^^ = - (Jfaf, /«^i)» 
wobei die Wurzeln eindeutig so bestimmt sind, dass das Product 
ya^i yoij^k ^®" Werth a^^ hat (nicht — a,*:). 

Hieraus fliesst ein wichtiger Satz über die quadratischen For- 
men. Die quadratischen Formen 

! *,* = 4,2. . 



Z aik ^i ^k 



^^ikViVk 



heissen adjungirtc Formen, A = J ± a^j 02^ . . heisst die 
Determinante der Form u (§. 2,5). Unter der Voraussetzung 
Ä =s ist 



[^^uViV- 






Wenn die Determinante einer quadratischen Form 
null ist, so ist die adjungirte Form das Quadrat 
einer linearen Form*). 



8. I. Wenn a^i = - a,^, a„ = 0, Ä = :? ± an .. a„„ 
geraden Grades, jR' = 3 ± 0-22 . . ««« ungeraden Grades, und 
wenn die Adjuncte von a^j^ in Ä' durch a^j^ bezeichnet wird, 

so ist (7) 

mithin Vr eine lineare Form der Elemente einer Zeile oder einer 
Colonne. Bei n = 4 ist ]/«,,- rational, also yR ein rationales 
Aggregat von 3 Gliedern; bei n = 6 ist ya^ rational, also yR 
ein rationales Aggregat von 3.5 Gliedern ; u. s. w. Daher ist yR 
ein rationales Aggregat von 



1 . 3 . 3.. (« - 1) = 



A" 



(t"> 



*) Diess ist von Salmon t859 (Lessons n*. 454) auf anderem Wege ge> 
fanden worden. VergK Serbet Al^el^re t. 4 p. 556. Hj^s^ 1. c. 



Digitized by LjOOQ IC 



§. 5, 8. 43 

Gliedern. Jedes Glied von |/Ä ist ein Produci von ^n Elemen- 
ten^ deren Nummern alle von einander verschieden sind. Ins- 
besondere ist ai2a34 . . %-!,>» ^^^ Glied eines Werthes von }/Ä, 
weil 

in 

ein Glied von R ist; denn aus den Colonnen-Nummern 24 43 . . 

wird durch y^ Veriauschuogen von Nachbarn die Reibe 4834 . . 

erhalten. Der Werth von yR, welcher das Glied ai2(Hi • • ^n— i,n 
(nicht das entgegengesetzt gleiche) enthält, wird durch 

J« (4, 2, .., fi) 

bezeichnet^). 

II. Bei Yertauschung von zwei Nummern der Elemente wech- 
selt /das Zeichen. Wenn durch a^i^B die Glieder von /bezeich- 
net werden, welche das Element a^^ enthalten, so ist B aus 
solchen Elementen gebildet, deren Nummern* von i und k ver- 
schieden sind. Bei Vertauschung von i und k geht / über in /', 
a^f^B in aj^^B d. i; --a^^By während /^ d. i. R zweimal das Zei- 
chen wechselt (§. S! , 3] » also unverändert bleibt. Zufolge der 
Identität /^=/'2 sind aber / und /' nicht gleich sondern entgegen- 
gesetzt gleich, weil ihre Glieder a^f^B und — a^^-ß entgegengesetzt 
gleich sind. 

III. Unter der Voraussetzung 

V«n= (-1)*(2,..,.--4, .*+4, .., n) 

oder nach t — 2 cyclischen Vertauschungen 

V«M « (e+4, .., n, 2, .. , t-l) 

ßndet man ya^^ yct^j^ = a^j^y also zur recursiven Berechnung der 
Formel / 

(4,1, . . , ») = a,2 (3 , . . , n; + 0,3 (4, . . , n, t + • • + tti« (2 , . . , « - 4) 



*) Jacobi Grelle J. 2 p. 354, 29 p. 236. Cayley Grelle J. 32 p. 449, 38 
p. 95, 50 p. 299. Die Formel / ist von Jacobi zum Gebrauch beim Pfaff- 
schen lotegrationsproblem construirt, von Gayley mit dem Namen Pfaffian 
belegt worden. Die Eigenschaften derselben sind von Jacobi ohne Beweis 
und ohne die von Gayley bemerkte Relation P^ R mitgetheilt worden. 
Vergl. Scheibner Leipz. Berichte 4859 p. 4 54, Velthann Schlömilch Zeit- 
schrift 4874 t. 46 p. 546. 
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Beweis. Die Glieder des Products )/«„ }/a/kfc sind den Glie- 
dern von dijf^ der Reibe nach entweder gleich oder entgegengesetzt 
gleich , weil «,-, aj^i^. = a,-^^. Das Product 

(-4)» + * (2, ..,,•-<,,•+<, .., n)(2, .., fc-1, fe+1, .., n) 

geht durch eine bestimmte Menge von Zeichen wechseln über in 

(Ä, p , q, r, .. , u, v)(p, 9, r, 5, .. , i; , ») 

wenn durch p^ g, r, 5, . . , w, r die von 1 , ?, A: verschiedenen 
Nummern der Reihe 4 bis n bezeichnet werden. Durch dieselbe 
Menge von Zeichenwechseln geht 



«<A*(-«)'-^* 



a„ 



'*«+l,3 



«2,*-! ««,iH-I 



über in 



Hp 


«*« 


«»r 


0*1 


Opp 


«M 


V 


. <ipi 


V 


o„ 


V 


«j< 


»fP 


«r. 


«rr 


«ri 



Das Glied jenes Products 

Stimmt mit dem Glied der Determinante 

«Ap «M V • • *»» 
auch dem Zeichen nach. 

Beiapiele. 

-2" ± a„ . . a,, = (1 , 2, 3, 4)^^ 

(1 , 2 , 3 , 4) = a,2 03, + a,3 «„ + «u «23 

2-±a„ . . a., = (1,2, ..,6)' 

(1,2, . . , 6) s= O12 (3, 4, 3, 6; + 0,3(4, 3,6,2) + •• + 0,^(2, 3, 4, 5) 

= «12 «34 «56 + «12 «35 «64 + «li «36 «45 

+ «13 «43 ««2 + «13 «46 «25 + «13 «42 «5« 

+ «14 «5« «23 -*- «14 «5« «36 + »14 «53 «62 

+ «15 «62 «34 + «15 «68 «42 + «15 «64 «2» 

+ «16 «W «45 + «16 «24 «53 + «16 «« «3« 
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a 


fr 


c 




— a 

-6 





f 




d 


= lad - be -h cf 


— c 


— c 


-d 










a 


-6 


c 




— a 
b 








d 


=r [ad + 6« + c/")*- 


~c 


— e 


-d 








9. Wenn die Elemente der Determinante R so beschaffen 
sind, dass 

SO ist zufolge der oben (3) gezeigten Entwiekelung 

Ä =r ä" + 3«-' -TD, + 3"-* -TD, + • *) 
wobei 



D« 



«Ä» «u- 



eine Subdeterminante wlen Grades ist, deren Elemente den Be- 
dingungen 



- «ar » «IT « 



unterliegen, und -2/>|^ die Summe der Determinanten bedeutet; 
welche aus /)^ entspringen , indem für ik . , alle Coinbinationen 
Tnten Grades der Nummern 1 bis n gesetzt werden. 

Bei ungeraden m ist />,^ null, bei geraden m ist />,^= (/, A ..)2, 

also -2/)^ die Summe von f ** j Quadraten. 



Beiapiele. 









5 


«l« 


«u 








«« 


5 


fl-is 








«Sl 


«S. 


5 


J3 


flu 


«u 


«14 






ö*l 


2 


a. 


. «.4 


= 


^* + 



a„ a.„ 3 o,, 



«41 Ö43 «48 3 



= 5» + z^a,,' + a,,' + a,,«) 



+ «I« ÖS4 + «1« «42 + «14 ««)' 



*) Cayley 1. c. 
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§« 6. Determinante eineR eomponirten Systems. 

1. Wenn das Element %. aus der iten Zeile des Systems a 
und der Aten Zeile des Systems h componirt ist (§.3,1 d.h. 

SO wird die Determinante mten Grades des eomponirten Systems 
2 ± Cit . . c^ni durch 



ausgedrückt. Dieser Ausdruck bedeutet, wenn die eomponirten 
Systeme defectiv sind m < 7i) , die Summe der l^\ Producte, 
welche aus 



«if «11 



^U ^xu 



dadurch entspringen , dass man für tu . . alle Combinationen mten 
Grades der Golonnen-Nummern 1 bis n setzt ; der gegebene Aus- 
druck bedeutet, wenn m = 7t, das Produet der beiden Determi- 
nanten ; der gegebene Ausdruck ist null , wenn die eomponirten 
Systeme excessiv sind [m > n) *) . 

Beweis. Ein Glied der Determinante des eomponirten Sy- 
stems ist 

Cxi c-n • • = ^f^xt Kt -^««1* Kl . . = -2* [a^i aj„ . . h^t 6,« . . . .) 
eine Summe , deren Glieder entstehn , indem t ,u, . . die Reihe 
\ bis n durchlaufen. Alle Glieder der gesuchten Determinante 
^ ± Cii . . c,^|,i enstehn , indem bei unveränderten ersten Num- 
mern der c alle Permutationen der zweiten Nummern eintreten. 
Dabei findet man für jede Complexion tu . . alle Glieder der Deter- 



*) BiNET und Caüchy (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de Täc. 
polyt. Cah. 46 p. 286 und Cah. 17 p. 81, 107] haben diesen Satz 1812 gefun- 
den durch Betrachtung der besondem Fälle, welche Lagrange (Mäm. de 
l'acad. de Berlin 1773 p. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 157. 159. 268, 1) 
gegeben hatten. Vergl. Jacobi Det. 13 und 14, wo der Schlusssatz zueilt 
ausgesprochen ist. Den anschaulichen Ausdruck hat die Determinante des 
eomponirten Systems in der 3ten Auflage dieses Buchs 1870 erhalten. 
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minante S^b^^b^^ . . mit dem gemeinscbAfüiebMi Factor ii\i(hwi 
so dass 

-2" ± c„ c„ . . « ^{a^ta^^ . . -2" ± 6,^6.„ . .) 
Wenn ^, w, . . nicht alle verschieden sind, so ist — ± ^/^a« • = 0. 
Daher braucht man , um alle Glieder der Summe zu erhalten, l'Ur 
tu .. nur je m verschiedene Nummern der Reihe 4 bis« zu 
setzen. Wenn man aber für eine bestimmte Combination tu . . 
deren Pennuiationen setzt, so hat 2 ±b^fb^^ .. entweder den 
Werth Q oder den Werth — 0, und man erhält alle Glieder der 
Determinante ^ ± a^ 02^ . . mit dem gemeinschaftlichen Factor Q. 
Folglich ist 

Z ± c„ c„ . . = -2-(2'± a.^a,^ . . 2:± b,tb^„ . .) 

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für tu . . 
alle Combinationen mten Grades der Reihe 4 bis n setzt. 

Wenn w < n , so hat die Summe y) Glieder. Wenn m = n , 

so bleibt 4 Glied der Summe übrig; wenn m>n, so bleibt kein 
Glied der Summe übrig, weil m verschiedene Nummern aus der 
Reihe 4 bis n nicht genommen werden können. 

J3ei«piele. Das System 
ist componirt aus den Systemen 






Seine Determinante ist 

«I ^1 ^1 



wenn «6 /jjr = 



/i 9^ Ä, 



/i 9'i Ä., 

= a6 I /igf -I- rtc I /Ä + 6r t 9/1 






u. ». w. 



Das System 


\ 








«lA +^0^1 + C./I, 


«lA + b. 


i/, + c,h. 




«lA + ^y« + ^|Ä. 


%A + «^2i7. -► <^*Ä| 


ö«A + ^ 


9^ + e«Ä, 




««A -»• ^si/» + cA 


«.A + ^»fl'i + C.Ä, 


«sA + ^ 


9s + ^»Ä« 




a.A + ö.fl'» + cA 


ist componirt aus den 


Systemen 










«1 ^1 ^i 


A i?i 


Äi 






«2 6, c. 


A ^s 


h. 






a, 6, c. 


A !7. 


K 
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Seine Determinante ist das Product 



a, by c, 

«S ^2 c, 

«S ^S <^» 



A 


9i 


A. 


/; 


9f 


», 


A 


9, 


K 



Das System 

«4^ ■»• ^fl'l + ^4*. 

isl cömponiii aus den Systemen 






fx 9i K 



A 9a ^u 
Seine Determinante ist null und nicht verschieden von 



«l *l ''l «'l 

«, 6, «4 rf. 


A », A, « 
A ä/, A, 



Wenn p, q, i% s lineare Functionen' von x^ y, z sind und den 
Werthen x^^ y^y z^ die Werthe der Functionen p,-, 7,-, . . ent- 
sprechen, so ist 



Pi 9» »1 «I 

P2-P1 92-(/l *'2-n «2-«l 



Pl Vi «•, «l 

P« 9« »2 *2 
^1 3/1 «I < 

d?.,-.^! l/,-.l/l Äj_Ji 



X, y, z, 4 

^2 3/2 «2 ^ 



eine quadratische Form dev x^—x^^ V^^Vu H'^H- 

2. Wenn das zweite System dem ersten gleich ist, so ist das 
componirte System symmetrisch d. h. 

und die Determinante des componirten Systems 



^ X C|| Cjj 



«II 

«21 



= -2'(Z±a,,a,^ . .)' 



die Summe von y\ Quadraten. Bei realen Elementen a ist die 

Determinante 2±c^\ c^i . . positiv, und wird nur dann null, wenn 
die Determinante 2 ±0^1 ^^u • - ^^ allen Combinationen tu . , 
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XXy 






X- 

X \ 
X, 






Vx 



V 

X 
X, 



y 
yx 



y 

Vi 



X* 

xx^ 



x^i -^yy-. + 55., 




X 


y 


z 


^Ä+2/ll/2+2|52 


= 


X, 


yx 


« 


^;'+2/2' +v 




x^ 


2/2 


^' 



-t/' +ä' rrxj +1/1/1 +sj3i 
■Vl/, + Ä«, x^' +1/,* +Ä,' 
■ 1/1/2+ z%^ x^x^ + i/,i/5 + z^z^ 

sind bereits von Lagrange (pyr. 3 u. 1) gefunden worden. 

3. Das Product von zwei Determinanten nten 
Grades P und Q ist eine Determinante R desselben Grades, 
die man bei gegebener Anordnung der beiden Systeme auf 4 im 
Allgemeinen verschiedene Arten darstellen kann"^"^), indem man 
ihre Elemente componirt entweder aus je einer Zeile von P und 
einer Zeile von Q^ oder aus je einer Zeile von P und einer Colon ne 
von 9, oder aus je einer Colonne von P und einer Zeile von Q, 
oder aus je einer Colonne von P und einer Colonne von Q. Wenn 
nämlich 



P = 



so ist (4) 



a«i . • «n 



Ä = 



ftll 



6«, . . 6« 



^PQ 



unter der Voraussetzung 






C<A = ö« hx + «fa ^;^2 + • + a»n Hn 


Folglich ist 




«11 . • ö,„ 


6„ . . 6»„ 




Xa,j6,t . 




«ni • • «w» 


Kx . . ft«n 


• 


■S"««*».» • 



-2«»* h, 



nk 



^^nk Kk 

wenn die einzelnen Summen dadurch gebildet werden, dass man 
für k alle Nummern von 4 bis n setzt. Nach derselben Bildungs- 
regel ist 



*) Jacobi 1. c. 
**) Cai^cht 1. c, p. 88. 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. 



Digitized by VjOOQ IC 



50 















§• 


6, 3. 


«n 


• • «in 


6., 


• 6„. 




■2i»,*6*, . 


• ^ikbkH 




On. 


• • ««. 


6.» 


• • 6.« 




-S«»*»*! • 


• -Z"««***» 




«11 


• a«i 


bn 


• 6.« 




■2'«*i6i* • 


• ■2«*.t«* 




«1» 


• a«» 


K> 


• «<«» 




■S"«*»*.* • 


• -Silin ft«* 




«ii • 


• ö». 


: 6.. . 


• i». 




-^0*.''*. • 


• -2'«*.**. 




«1» • 


• ««» 


! '"i» 


• *»« 




^o*»»*. • 


• -S"«*» i-ih. 





Die links stehenden Determinanten , deren Product gebildet 
wurde, sind von P und Q nicht verschieden (§. 2, 3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von R nicht verschie- 
den, d. h. 



a^^ 



"in ! ^1 • • K 



wenn c,jt eine der Summen 
«II ^ki 
«ii ^ik 

:«u ^ki 

bedeutet. 



+ «m ''«A 
+ «m ^itn 
+ »m ^nk 



Beispiele. Nach der ersten Regel hat man 

\ a b cd \ ac -h bd ^ad' + bd 

i -6' a' -d* & " I -6'c + a'd b'd' + a'd 

Wenn a, b, . , complexe Zahlen, a\ V , . . die conjugirten Zahlen 
sind ; so ist oa' die Norm von a , eine Summe von 2 Quadraten, 
welche durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich 

(No> N6)(Nc + Nd) = N(ac ^. 6d) ^. N(ad' - 6c') 

Diese Identität enthält den EvLBR^schen Satz (Acta Petrop. 4777. 
I, 21 p. 48. Vergl. Nov. Comm. Petrop. 5 p. 53 und Lagrangb 
M6m. de Berlin 4770 p. 423), nach welchem das Product zweier 
Summen von 4 Quadraten als Summe von 4 Quadraten auf 4 
Arten dargestellt werden kann"^). 

Das Product einer Determinante mit einer Determinante nie- 



*) Hermite Grelle J. AO p. S97. Vergl. Gauss Werke 8 p. 384. 
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Sf 



dem Grades wird ebenso .gebildet, tiachdetn man die Determinante 
niedem Grades als Determinante hohem Grades dargestellt hat 
(§. 3, 3). 



«• 


K c. <*• 






a^ 


6, c. d, 


P. 


9o 


a« 


b, c, d. 


Pi 


9x 


ö. 


b, c, d. 







«. ^ Co d, p. q. 

o, 6, Cj dj p, ^i 

a, 5, e, d, 

a, 63 c^ d, 

ö.P. + fr. 9. ö.Pi + ^9i c, d, 

«iPo + ^9o «iPi + ^«i Cj d, 

4. Wenn die quadratische Form der x 



durch die lineare Substitution 

^1 = ^11 Vi 






^^aßVaVß 



in die quadratische Form der y 

«, /5 = 4 , 2, . . , « 

transformirt wird, so ist die Determinante der transformirten Form 
das Product der Determinante der gegebenen Form mit dem 
Quadrat der Determinante der Substitution"^) 

Beweis. Durch die angegebene Substitution geht Sa^)^ x^ Xf^ 
über in 2a^j^ 6,„ b^ßy^yß, so dass 

unter der Voraussetzung 
Daher ist (4) 



*) Diese Bemerkung ist für n s 2 von Laorange Rech. d. Arithm. 28 
(MiSm. ^ Berlin 4773 p. 2SS) gemacht worden, für n = 8 von Gauss Disq. 
arithm. 286. Vergl. unten §. U, 3. 

4* 



Digitized by VjOOQ IC 



52 



§. 6, 4. 



c„ . 


• c.« 


_ 


ftll . 


. ^m 


rf„ . 


. d,« 




C«l • 


• c«« 




fcl« . 


. &«« 


dm . 


. <*»« 




<*.. • 


■ <«.» 


_J 


6,1 . 


. b„. 


«11 • 


. «1« 




d«. • 


■ d»« 




i ^« . 


. ^« 


««1 • 


• fl«»i 





also durch Multiplication S ± c^i . . = (^ ± ö^i . .)2 5 ± Oji 



5. Wenn 



P = 



«mi • • a« 



so ist 



P = 



1 flu 



^ a« 



6„ . 



4 C'n . , Ciu, 



^ C« 



4 -4 -4 
4 c.^1 t',.^ 
1 c«| c*«.. 



= P - 



4 4. 
4 c,| c,, . 
4 Cji Cjj 



daher ^ — P d.i. 



1 «■« 0.« • 


1 6., b,„ . 
1 6«< K« ■ 



4 4 
4 C,| C,, 

1 C«, Ca. 



wenn für ft/ . . alle Combinaiionen (m— i)ten Grades der Colonnen- 
Nummem \ bis n gesetzt werden *) . 

6. Wenn t^ , t<^ ^ ^i , ^2 > Sj Functionen von Xj , cc2 , a?3 sind, 
so dass 



*) S. des Verf. Aufsatz Leipz. Berichte 4873 p. 532, GuNDELFiRCEft Schlö- 
milch Zeitschrifl 48 p. 34S. 
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80 ist (1) 






f , = 



t^i 



1(7, tüj 



I. = 






(io?! da;, dx^ 

X, X^ OJ, 


= 1, 


da;, 




dx^ dx^ 

x^ x^ 


+ t. 


dx^ dXi 


«7, V, V, 


«tej «to.^ djp. 




VidiTi+Vjdajj+Vadajj WidaJi-l-Wjd'Tj-i-Wjdjir, 


w, w;, tüj 


x 


i a?, a;. 




r,a;, + v^. 


, + v^x^ w,x, + w^x^ + m;,^;. 



Unter der Voraussetzung, dass v, w homogene Functionen von a, ß 
Dimensionen sind, hat man v^Xy -h v^oc^ H- 1^30^3 = av, u. s. w., 
folglich*) 

da;, dx^ dx^ 



a;, x^ x^ 

f. f, f. 



dt; dt^ 
av ßw 



7. Ein System von n^ Elementen c, dessen Subdeteruiinanten 
(m+ljten und höhern Grades alle null sind, kann aus je m 
Colonnen gegebener Systeme von 71^ Elementen a und b componirt 
v\'erden. Unter der Voraussetzung c,j^ = a,i fej^i H- . . H- a^^ bj.^j^ 
ist jede Determinante (mH-i)ten und höhern Grades des com- 
ponirten Systems null (i). 

Wenn die Subdeterminante mten Grades dss S ±(h\ • • f^mm 
nicht null ist, so können die Elemente b so bestimmt werden, dass 
das gesuchte System c in den m ersten Zeilen und Colonnen mit 
dem gegebenen System a übereinstimmt. Man bilde**) 



äik 



Cik 






= «ii ^*i + • • + O'im ^km + O'ik <* 



^ik- -J - - -^(an &;ti + • • + «tm *A« 



SO sind sowohl rfi^» • • > ^mÄ) ^'^ auch d,i, . . , d,-^ null (§. 2, 3), 
u. s. w. Wenn auch die übrigen {n^m)'^ Determinanten d,jj. bei 
/^ A: =s m + 1, . . , n null sind, so stimmt das gesuchte System c 
ganz mit dem System a überein. 



*) Abonhold 1862 Grelle J. 61 p. 100. 
**) Kronecker 186A Grelle J. 72 p. 153. 
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§.6, f. 



Von den Adjuncten b haben 



6„ . . 61, 



die Eigenschaft, dass die nichtr-diagonalen null sind als Determi- 
nanten von Systemen mit zwei gleichen Golonnen , jährend die 
len den Wertb — d haben, weil d,i = 0^1 fcn +• a^id » 0, 



u. s. w. 

8« Der Satz über die Determinante eines oomponirten Systems 
kann auf den LAPLACs^schen Determinantensatz zurttekgefUbrt 
werden wie folgt*). 

Man verwandle die Determinante ^ ± Cu . . c„i^ in die De- 
terminante (wiH-n) ten Grades {§. 3, 3) 



^. 



4 



Indem man nun von der tten Golonne die letzten n der Reihe nach 
mit (jLii^ a^^i ' . multiplioirten Colonnen subtrahirt, und auf diese 
Weise die ersten m Colonnen transformirt , erhält man zufolge der 
Voraussetzung 

für5±Cii . . c^„ den Ausdruck 



-«mi 



i 







-«um 

Hultiplicirt man endlich jede der ersten m Colonnen mit —4, und 
rückt die zweiten m Zeilen des Systems an den Anfang, so erhält 
man (nach w+w^ Zeichenwechseln) 



*) GoROAN nach briefl. MittheUung von Glsbsgh 48dS Nov. 
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«11 




«i,m + i 



• *mi 



J 











«in . . «m» . . . . 1 

Die Entwickeiung dieser Determinante nach den Subdeterminanten 
der m ersten Goionnen (§, 4, 4) stimmt mit der oben (1) angege- 
benen Entwickeiung der Determinante S±Cii . . c^^ ttberein. 

9. Wenn a?i , . . , o?^ homogene lineare Functionen der Va- 
riablen Xij , ,y x^ sind, wenn diese Variablen eben solche Func- 
tionen der Variablen ac/', . . , x^' sind, u. s. w., und zwar 



(<! 



Ix^ =s a,i 07/ + . . + a^n x^ 
^n = «Hl a^i' + . • + a»n ^n' 



(3) 



u. s. w., so erhält man durch successive Substitutionen"^) 

( a^i « (a, a%j a;/' +.. + («, a')»« ic/ 



V»; 


l x^^ 


(«, «Om ^i" + • 


. -1- [a,a')^^x^' 


a?i 


= (a, a' 


, a")„ ^/" + . 


. + (a, a', a"),^ a;„ 



^(11) 

I x^ = (a, a', a")„i «?/" + .. + (a, a', a")«„ x^l" 
u. s. w. Der /Jte Coefficient der aten Zeile des Systems (I) 



*) Mittheilung von Weierstbass bei Gelegenheit der Abhandlung über . 
bilineare und quadratische Formen, Berliner Monatsbericht 4 868 Mai 18. 
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ist aus der aten Zeile des Systems (1) und der /^ten Colonne des 
Systems (2) componirt. Ebenso ist der Coefficient (a, a , a")^ß 
aus der aten Zeile des Systems (I) und der ßieu Colonne des 
Systems (3) componirt , folglich 

(a, «', o,")aß = ^{(^> «')«* o> = -^-a«., a'y, a^'sß 

i yd 

u. s. w. Man bezeichne ferner durch .4, A\ A\ . . die Deter- 
minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente a„^, a'^^, a"«^, . . sind; durch [A^ A')^ (>1 » ^'> ^")y • • 
die Determinanten der componirten Systeme, deren Elemente 

(«; «')«/? 7 [^y ^'> «")«/?> • • sind; durch 

die Subdeterminanten (n— 1)ten Grades, mit welchen in den De- 
terminanten A, A', . ., {A, A'), {Aj A\ A')j . . die Elemente 

multiplicirt sind ; durch 

die Subdeterminanten (n — 2)ten Grades, mit wielchen in den De- 
terminanten A, A\ .., (-4,^4'), {A,A', A"), .. die Subdetermi- 
nanten Slten Grades 

2:±auß a^,ß, , 2± a'„^ a\,ßf , 2±(a, a')„ß (a, a')^,^, , 
^•±(0,0', a")„/(a,a', a")«,^,,.. 

multiplicirt sind, u. s. w. Dann ist nach {\) 

(Ä,A') = AA' 

{A } A)fnß ^ '^Afj^y A yß 

{A , A')aß a'ß' = ^,Aixy a'y' A\,ß yißi 

[A , A*)aß a'ß' a"ß" = ^^ „A^^y ^'y' a"}" A'yß ^/ß> ynßn 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man für y, y/, yyV, . . alle Combinationen von je 1, 2, 3, . . 
verschiedenen Nummern der Reihe \ bis n setzt. Denn es ist z. B. 

[A, A')t^ß a'ß' a"ß" 

eine Subdeterminante (n— 3)ten Grades der Elemente (a, a') ; die 
ersten Nummern dieser Elemente bleiben von der Reihe K bis n 
übrig nach Ausschliessung von a, a\ a'\ und stimmen mit den 
ersten Nummern der Elemente in Af^^y ^'y* ^^'y^ überein ; die zweiten 
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Nummern jener Elemente bleiben von der Reihe 1 bis n übrig 
nach Ausschliessung von ß ^ ß'y ß"j und stimmen mit den zweiten 
Nummern der Elemente in uVyß yßf ynßt* überein ; dagegen sind 
die zweiten Nummern der Elemente in A^y ^*yf ^ffyf sowie die 
ersten Nummern in A'ß yß' y^ßn alle Combinationen von je n— 3 
verschiedenen Nummern der Reihe 1 bis n. 
Ebenso ist 

[A , A', A") = (A , ^V" = ^ ^'-4" 

{A , A', A")^ß = Z{A , A'^^ A^sß = ^/^ A',s ^iß 

S ydr 

{A , A', A")afi „v- = £(A , A'U .,,, A"if ff 

od 
= ^ ^ay o'; ' ^'yS y'd' ^'*dß 8'ß' 

(A, A'j A")aß f^ißt f^ffßn = 2 [A, A')^ „,^t ^nfin A"gß ^ißt ^ttßn 
00 8 ' 

— ^ ^ay a'y* a''y" ^'yd y'8* y'^d'' ^* 8ß 8'ß' 8"ß** 
yy'y" Sö'S" 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man sowohl für /, yy, yy'y\ . . als auch für d, dd', dSS\ . . 
alle Combinationen von je 1, 2, 3, . . verschiedenen Nummern der 
Reihe 1 bis n setzt. 

Ueberhaupt ist jede Subdeterminante des Systems der com- 
ponirten Elemente [d^ol ^ . . , oß^^] darstellbar als Summe von Pro- 
ducten aus (X-hl) Factoren, welche Subdeterminanten derselben 
Ordnung der Systeme der einfachen Elemente a, a', . . , a(^) sind. 



§. 7. Determinanten eines Systems von Subdeterminanten. 

1. Die Determinante des Systems der Adjuncten der n^ Ele- 
mente eines gegebenen Systems ist die (n— <)te Potenz der De- 
terminante des Systems der Elemente *) . 

Beweis. Nach der Multiplicationsregel (§. 6, 3) ist 



^) Caucht I. c. p. 82. Für n s 3 findet man diesen und den folgenden 
Satz bei Lagrangk sur les pyr. 5 und bei Gauss Disqu. arithm. 267. 
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§.7, 1, 



Das componirte Element 

hat den Werth R oder 0, je nachdem k und i gleich oder verschie- 
den sind (§. 3, 2). Also reducirt sich die Determinante des com- 



ponirten Systems auf das Anfangsglied c^ C22 
Daher ist 



^nn 



= B"(§.3,3). 







«n 


• . 


«in 






R 


««1 


• • 


«nn 


= Ä" 


«11 

* 




«in 


sa 


«11 


• • «m 


«n, 




««n 




«»1 


• . ««« 



2. Eine Subdeterminante ^ten Grades des Systems ä (der 
Adjunctenj hat zu der Adjuncte der entsprechenden Subdetermi- 
nante des Systems a (der Elemente) das Verhältniss Ä*"^ Sub- 
determinaaten desselben Grades des Systems a verhalten sich zu 
einander, wie die Adjuncten der entsprechenden Subdetermi- 
nanten des Systems a*). 

Beweis. Wenn die Subdeterminante Äten Grades ^ ± aß ag^ . . 
des Systems a die Adjuncte 2 ± a^^ a^^ . . hat, so dass 

so wird die entsprechende Subdeterminante Aten Grades 

^ ± «/* ''ffk ' ' 
des Systems a als Determinante nten Grades 



«/* «/* 



^fu ^fu 



dargestellt (§. 3, 3). Durch Composition der Zeilen der Systeme 



*) Jacobi Det. 1 i hatte diesen Satz durch algebraische Betrachtungen ge- 
funden. Der directe Beweis ist von Borchardt angegeben worden. Brief!. 
Mittheilung 1853 Juli. 
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"fi 


0/k • 


«A. »A • • 


«/< 


«/k ■ 


• «fi. 


«A • • 


"ti 


«,* • 


• V V • • 


«W 


«tk ■ 


■ «,u 


V • • 


Ort 


«r* • 


<»«<««•• 





• 


4 





dsi 


«.* • ■ 


««. «« • • 











4 . . 



findet man das System 



Ä 


. 


• ^ß. 


«A 





R . 


• <^gu 


V 





. 


• «r« 


«n, 





. 


• «*« 


Aitfr 



mit der Determinante (§. 4, S) 



A 
R 



f^ru «ri 



Ä Ä*J2r±(ry„(rsp. 



Also ist Ä J ± aß Ogj^ . . ^ R^S ±0^*0^*.., 

Aus der Identität R{S±eLßag^ . . — i?Ä-i2±a^a^ . .)« 
schliesst man, dass bei einem System von n^ beliebigen Elementen 

eine Identität ist , also auch bei einem System , dessen Determi- 
nante ß = 0. Vergl. §. 3, 8. 

BttApiele» Wenn £ ss 2 ± on 022 . . a|„|, so ist 



= Ä"»- » 



«* + l,*+l • • «Ä + l,» 



1,1« 4-1 • • ^m + i,Ä 



«ir^*-i 



Wenn insbesondere n = 5 ist, so ist 






"21 •*«» -24 

«41 «4» «44 
«61 «68 «64 



= Ä» 



«15 «11 
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§. 7, 2. 









«12 


«U 


«15 


«ai 


«M 


= R 


ö». 


Ö.4 


«.5 


««1 


«4» 
















Ö52 


«54 


«55 



Die Subdeterminante (n— i)ten Grades des Systems a, deren 
Adjuncte a^j^ ist, hat den Werth R^"^ «tfc*)' 
Wenn insbesondere n = 3, so ist**) 






= Äo, 



«12 



Wenn S = JS ± Ooo «n . . , so ist 
adj a,, adj a„ 
adj a,, adj a^ 



= S.adj 



«le 



Nach dien Voraussetzungen §. 5, 7 ist adj a(,o=0, adj (oq^ a^ — »oiaio] 
= «11 ? folglich 

— adj ajp adj a^^ = &'«„ 

3. Die Adjuncte der Subdeterminante Äten Grades 2 ± aß ügj^ . . , 
deren man zur Berechnung der Subdeterminante 2 ± a^ Ogf. . . 
bedarf, kann durch ßinen Differentialcoefficienten Ater Ordnung 
der Determinante R ausgedrückt werden (§. 3, 14). Es ist***) 



öaßöagftöaM 



Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, . . Differentialcoefficienten einer Determinante durch erste 
Differentialcoefficienten derselben ausdrücken kann. 

Beispiel. Weil (§. 3, 15) dR = 2 a^j^ da^j, und 

ik 

4 







«/< 


«/* 






V 


«9k 


«y> 


«/* 


«ß 




«»< 


V 


V 


= A 


«A. 


«A* 


«AJ 1 





ist, so findet man 



*) Caucht 1. c. p. 82. 
**) Lagrange sur les pyr. 3. 
♦**) JACOBiDet. 10. 
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Rda^s = £ (a^g »ar ^is «r*) ^^ik 



Rda, 



n 



tA- 



4. Wenn F^^i = 2'±aii .. a,,^^^^i, so ist (2) 



adj a^r 
adj o^^ 

Nun ist 

adj o^^ 
folglich 






= KrH 



ädj 



adj 



«rr 



a^ 


a 


r,r4-4 


«r4.i,r 


«r+i,r+i 1 


Ör,r4-i 




= Vr-. 


ör^-i,r+i 





V^adj a^^ - adj a^^^-hi a^J «r + i.r = ^r-^i 'V-i 
Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente a,-^ und 
aj^,- gleich oder conjugirt complex sind, so sind die Adjuncten 
der Elemente a^^^+i und a^^x ^ gleich oder conjugirt complex 
(§. 3, 5), ihr Product real und positiv. Also haben, während V^ 
verschwindet, Vj,^x ^"d F^_i Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen**). 

5. Eine Determinante nten Grades kann unter Einftlhrung 
zweier nicht proportionaler Reihen von je n Unbestimmten durch 
eine Determinante 2ten Grades ausgedrückt werden***). Zu die- 
sem Zweck entwickle man die gegebene Determinante nach den 
Subdeterminanten von 2 Zeilen (§. 4, 1) z. B. 



«I 



ö» 






Cs ^4 C, 

d, d, d, 

Ö« ^1 ^s 



Nachdem man die beiden Zeilen des Systems durch die Unbe- 
stimmten W| . . % und Vi . . v^ ersetzt hat, bilde man die Determi- 
nante des veränderten Systems 



«1 ' 


. w. 


fl 


• ^, 


Ol 


. Cs 


d, . 


. d. 


«1 


. . ^ 



*) Wkiehstrass Berl. Monatsbericht 4858 p. 2U. 
**) Brioschi Det. p. 72. 
***) S. den Aufsatz des Verf. Leipziger Berichte 4773 p. 583. 
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nebst den Ac 


Ijunctei 


1 














x^ . . x^ der Elemente «i • 


■ «5 


Vx ' ' y, ^i ' 


. ^5 


Nun ist (2) 






I =r W 


C3 c, c, 
d, d, d, i 






Vi Vi 1 


«^B ^A ^^ i 




u. s. w., folglich ist 




w 




== 




Vi y^ 


+ . . 


die EntWickelung von [§. 6, 1) 






«i . . «s 


X, . , x^ 


_ 1 «Ä •♦" «Ä + • • 


flil/i -^ ö«!/ä > 




b, . . b. 


Vi ' ■' 


2/» 




h. 


0?! 4- frjic 


2 + .. 


«il/i + M. + 



SO dass die Grössen x von den Grössen i?, die Grössen y von den 
Grössen u, und w von beiderlei Grössen lineare Formen sind. 

6. Analoge Sätze gelten, wenn p^j^. eine Subdeterminante mien 
Grades des Systems von n^ Elementen a, dessen Determinante R, 
und q^jf. die Adjuncte der p^j^ ist, für die adjungirten Systeme 
(§. % 4 u. 5, §. 4, 1) 

Pu • • Pi^ 9ii . • Qifi 

Pfll • • Pf*ßJk 9ß*l ' ' ^f*U 

Die Determinanten derselben sind Potenzen von fi, nämlich*) 



2±Pn 



ffifA 






= Ä 



-2"±(?„ . . q. 



fifi 






Beweis. Das Product 2±pii . . p^,^ 2 ±q^^ . . ^f»« ist ekie 
Determinante fiten Grades, welche sich auf ihr Anfangsglied A^ 
reducirt, weil ihr Element 

Pyi qdx + . . + Py^ q^f^ 

den Werth Ä oder hat, je nachdem die Nummern y und d über- 
einstimmen oder nicht (§.4, \), 



*) Diese Bemerkungen sind die erste von Cauchy ). c. p. 4 09, die beiden 
andern von FRANiue 4862 Grelle J. 64 p. 350 gemacht worden. 
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Da nun Pss 2±p^i . . p^^ ein Divisor von äA* und R eine 
Function ersten Grades eines Elements z. B. a^ ist, so kann P von 
einer Potenz von R nur durch einen von den Elementen a unab- 
hängigen Coefßcienten unterschieden sein. Unter den ^ = f ' j 

Combinationen der Nummern 1 bis n giebt ©s A = f "~ j solche, 

in denen 4 vorkommt. Es gid>t also X Elemente /> z. B. p^^ , 
/'22 > • • j PAA» welche Functionen ersten Grades von Oji sind, mithin 
ist P = aR^. Wenn insbesondere die nicht diagonalen Elemente 
a null, die diagonalen 1 sind , so sind die nicht diagonalen Ele- 
mente p null, die diagonalen 4, |{ = 4, P = 1, folglich ist a = 1, 

7. Eine Subdeterminante hien Grades des Systems q hat zur 
Adjuncte der entsprechenden Subdeterminante des Systems p das 
Verhältniss R^^ : P. Subdeterminanten desselben Grades des Sy- 
stems q verhalten sich zu einander , wie die Ädjuncten der ent- 
sprechenden Subdeterminanten des System^ p"^). 

Wie oben (2) findet man die Identitäten 



folglich 






Wenn A = 0, so sind alle Subdeterminanten {A-fr-1)ten und 
höhern Grades des Systems q, so wie alle Subdeterminanten 
[/u— A-f-1)ten und hohem Grades des Systemspnull. Vergl. §. 3, 8. 



*) Franke 1. c. und Borchardt's Anmerkung zu diesem Aufsatz. 
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Zweiter Abschnitt. 
Anwendungen der Determinanten. 



§. 8. Auflösung eines Systems von linearen Gleichungen. 

1. Wenn t/^ , .., w„ lineare Formen (homogene Functionen) 
der Variablen x^ , . . ^ x^ sind , nämlich 



«1 = «U ^1 



+ Ol« ^H 



\ 



C'-1 






SO heisst die Determinante nten Grades der Coefiicienten 

Ä = 2- ± o„ . . o„„ I 

die Determinante des Systems der linearen Formen 
w, , .., «„*). 

Wenn die Determinante A nicht verschwindet, so gehört zu 
jedem System von endlichen Werthen w^ , . • , «^ ein bestimmtes 
System von endlichen Werthen cc^ , . . , cc^ . Man findet 



^k = 






indem man in i2 die Ate Colonne mit xj. multipliciil; , und dann 
die übrigen der Reihe nach mit x^ , x^ , . . multiplicirten Colon- l 
nen zur ftten Colonne addirt (§. 3 , 7). Z. B. J 

• a^ + 5,1/ + Cjjs = d, 
agi» + 6,y + c,Ä = d, 

folglich in Ublicher Abktlrzung 

{abc)x = (dbc), {abc)y = (odc), (abc)z = (a6d) 



^x 



*] Jacobi Det. 7. 



Uv.) IV.-. 
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Nach Berechnung der Adjunclen aller Colonnen erhält man, 
wenn die Adjuncte des Elements a^j^ durch a^j. bezeichnet wird *) , 

Rx^ = «,*«, + •• + a„ÄW„ 

Denn von der Summe Oi^j; Mi -+■ • • -+■ a^^t m„ bleibt nur das Glied 
Rx]^ übrig, weil a^f^a^ -+- •• -+- Of^i^a^i den Werth oder R 
hat, je nachdem i von k verschieden ist oder nicht (§. 3, 2j. 

Anmerkung. Die lineare Form i; = q o?! -fr- . . + c^ .t^ 
kann als lineare Form der w^ , . . , u^ dargestellt werden , deren 
Determinante R nicht null ist, weil 

Rv Ä c^[a^^ ttj + . .) + r.^{«,2Mi + ••) + •• 

In der That findet man 



r 



V 


<?l 


r, . 


' 





C\ C, . 


u, 


«11 


012 • 


, = Äl' + 


11, 


«11 «12 • 












«2 


«21 


«22 . 


1 
i 
1 


M, 


«21 «22 . 



= 



bei allen Werthen d?, wenn man die Werthe v, Wi , . . substituirt 

(§.3,6). 

2. Wenn die Werthe x^y . . , jc^ dem System von n — 1 
homogenen Gleichungen /^^^ 

genügen, so genügen die Quotienten x^: x^^j oc^ '. .r«, . . dem 
System von w — 4 nicht homogenen Gleichungen y^ 

«.iVi + •• + «.>-! !/«_, + a.« = (i = 4, 2, .. , «-^) 

für ebensoviel Unbekannte y^ , .., y^-i- Die Auflösung eines 
Systems von nicht homogenen linearen Gleichungen ist daher 
enthalten in der Auflösung e ijes congruenten System s von h o m o- ^ 
genen linearen Gleichungen. 

Dem System von n homogenen linearen Gleichungen [ \ ) 
^4=0,.., M^ = genügen verschiedene Systeme von Werthen 
der n Unbekannten , je nachdem die Determinanten nten und nie- 
dern Grades des linearen Systems von Null verschieden oder 
null sind. 



*) Diese Auflösung ist die von Leibkiz , später von Craner angegebene. 
Vergl. §. \ und §. 2. 

Baltzer, Determ. 4. Anfl. 5 
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I. Wenn die Determinante nten Grades [R) nicht null ist , so 
wird dem gegebenen System von Gleichungen nur durch die 
Werthe Xi = 0, . . , a?^ = gentigt. In der Identität (1 ) 



ist die zweite Determinante null nach der Voraussetzung i/^ = 0, . . , 
w^ = 0. Nun ist die Determinante R nicht null, folglich (r^ = 0. 
U. s. w. 

IL Wenn die Determinante nten Grades null*) , eine Sub- 
determinante (n— 4)ten Grades nicht null ist, so ist das System 
der Gleichungen 4 fach unbestimmt, eine Gleichung desselben 
überflüssig. In der Identität 



sind beide Determinanten null , die zweite nach der allg emeinen, 
die erste nach der besondem Voraussetzung. Die Entwickelung 
der zweiten Determinante nach den Elementen einer Colonne 
giebt 

eine homogene lineare Gleichung, welche, wenn b nicht null, 
Wj an W2 , . . , Wn bindet. Die Coefficienten sind den Adjuncten 
einer Colonne proportional (vergl. §.3, 8). Aus den Adjuncten 
einer Zeile der ersten Determinante 6 , /?2 , . - , ßn bildet man die 
Werlhe /?^ ^n^^ r/v-C, X, 

welche bei beliebige m cc, den gegebenen Gleichungen genügen. 
Denn 

f^\yr.\ .ist null nicht nur für e = 2, . . , w, sondern auch nach der be- 
, sondern Voraussetzung für ?• = 1 . -^ - .. - ^ 



*) Jacobi Det. 7. Die Gleichung Ä = (»aequatio resultans« Newton 
Arithm. univ. p. 58) heisst die Resultante der linearen Gleichungen 
«1 = 0, ..,«„= 0. Bezout Hist. de l'Acad. de Paris 4764 p. 388. 
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III. Wenn die Subdeterminanlen (n— 4)ten Grades nuU sind 
und eine Subdelerminante (n— 2)ten Grades nicht null ist, so ist 
das System der Gleichungen äfach unbestimmt, 2 Gleichungen 
desselben sind tiberflüssig. In der Identität 



<»tl^l 


+ ai^x^ 


«13 . . 




«•• 


a 


«31 •'^1 


+ «,2«^2 


«33 • . 


= 


«3 


a 


a„,.T, 


+ «,«i^. 


««3 • • 




«« 


a, 



sind beide Determinanten (/i— 1)ten Grades null, die zweite nach 
der allgemeinen, die erste nach der besondern Voraussetzung. 
Die Entwickelung der zweiten Determinante nach den Elementen 
einer Colonne giebt 

2 homogene lineare Gleichungen, welche, wenn c nicht null, u^ 
und 1/2 an Wg, . . i/„ binden. Aus den Adjuncten einer Zeile der 
ersten Determinante c , ^3 , . . , y„ bildet man die Werthe 



-.-? 



».-& 



welche bei beliebigen x^ , X2 den gegebenen Gleichungen genü- 
gen. Denn 

ist null nicht nur für r = 3 , . . , w, sondern auch nach der be- 
sondern Voraussetzung für r = 1 , 2 . 

IV. Wenn die Subdeterminanten (n— 2) ten Grades null sinjj 
und eine Subdeterminante (n — 3)ten Grades nicht null ist, so ist 
das System der Gleichungen 3fach unbestimmt. Durch Entwicke- 
lung der identischen Determinanten 

a,-, (T, 4- 0^2 ^2 + o«s ^3 ^i\ • • "^i H 

Ö41 £Ci + a^a x^ + a„ x^ a^^ . . «, a^. 

0>n\ ^i + «n2 ^2 "*■ «HS ^3 ««4 

nach den Elementen einer Colonne und nach den Elementen einer 
Zeile findet man 3 homogene lineare Gleichungen, welche die u 
verbinden, sowie die Werthe 0^4 , .., fic„, welche bei beliebigen 
a?i , a?2, CC3 den gegebenen Gleichungen gentigen*), ü. s. w. 



*) Die Unterscheidung der möglichen Fälle und die Angabe der ent- 

5* 
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s 




«1 




* 6^ t/, + 1*2 
= ^2 «2 + «3 


u, 




tl2 _ 02 


u 


6, 


*? 


'^^ 52 -H ^ 



3. Zufolge der Rette von trinomischen homogenen linearen 
Gleichungen 



ist 



mithin — der aus den Gliedern y , "J^? • • gebildete Kettenbruch. 

Sein aus k Gliedern successiv zu berechnender Näherungswerth 
ergiebt sich aus dem obigen linearen System unter der Voraus- 
setzung i/jt+i =^- Wenn z. B. 

a, w Ä 6, M, + «2 

= — 02 "l + '^2 W« + '*3 

S * — flj ^2 + 63 M3 + U^ 

= * * — a, Mj + 6, M, 



SO ist (1) 
b, 1 

-«2 ^2 









a, u 


\ 










1 




b. 


1 








6, 1 


tt| SS 




-«3 


&3 


1 


=s Ol tt 




-d, 6, 








-Ö4 


^ 






6., 1 


1 


frl 


4 


— = a, 
u 




-fla 


ÖS « 

a,.b, 


! 


-«2 


6. 
— a 


3 ^ 

-«4 


1 



4 

-a, 63 1 

-«4 ^ 



Wenn der Nenner durch R bezeichnet wird, so ist der Zähler 

a, VT- (§. 3, 14) , mithin der Näherungsvverth a^ ^^ *) . 

4. Bei besondrer Beschaffenheit der Coefficienten giebt es 
besondre Methoden zur Auflösung von Systemen linearer Glei- 
chungen. 



sprechenden Auflösungen (»paullo prolixum negotium« Jacobi l. c), sowie 
die Construction von entsprechenden Systemen §. 6, 7) verdankt man 
Kronecker. S. die 2te Auflage dieses Buchs 1864 p. 62. 

*) Spottiswoode 4 853 Grelle J. 54 p. 374. Bauer Münchner Acad. 1872. 
VergU§. 3,M. 
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Wenn die Coefficicnten des in (1) betrachteten Systems von 
der Art sind , dass 

und wenn n gerade ist, so hat man nach den Sätzen und Be- 
zeichnungen von §.5, 8 die Auflösung* 

(-i;*{^, 2,.., n)xii Ä w,(2, .., fc— 1,fc+4, ..,«; + M.,;3, ..,%~^,it+1, ..,n, 4) 
+ •• + «»{<, .., fc-4, A-H, .,, «~1) 

Muitiplicirt man .nämlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mit 

(i, ..,fc-i,Ä:+<, ..,n), (3, ..,fr-i,fc+4, .., w, 1) ,.., (4, . ., A~4, Ä+4,. ., n-4) 

und addirt die erhaltenen Gleichungen , so bekommt xj^ den Coef- 
ficient^n 

«lA-!*. ••»«) + Oj;fc;3, .. , «,4; + •• + a„;t(<' •• ' »-^ 

dessen Werth durch 

- (fc,4,.., A-4, fc + 1 ,.., n, = (-4)*(4,2,.., n 

ausgedrückt wird. Dagegen hat cc, in der erhaltenen Summe den 
Coefficienten 

- (*, i , .., A:~4 , Ä+< , .., n) 
welcher identisch verschwindet. 



/ 5. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der Art 

^ sind, dass 

«tA = - a^., , an Ä 

und w ungerade ist, soistÄ=0 (§. 3,5;, und den gegebe- 
nen Gleichungen genügen im Allgemeinen nur unendliche Werthe 
von a?i , X2, . . , welche zu einander bestimmte Verhältnisse ha- 
ben (2). 

Wenn jedoch die Werthe Wi , ^2 ? • • der Bedingung 

£^enügen , so ist eine G leichung des Systems überflüssig jund das y 
System der übrigen Gleichungen nach (4) auflösbar. -^ 




Jacobi Grelle J. 2 p. 356. 
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Vermöge der Identität (§. 5 , 8) 

«t* = ('+^> .., n, 4, .. , «-4)(A: + 1, .. , n, 4, .., Ä-l) 
reducirt sich jene Bedingung auf 

Wi(2, .. , n) + 1*2(3, .., n, 4) -I- .. + w„(1 , .., n-i) = 0*) 

BeispieL^Dem System 

* cy — 6«- = /■ 

— CO? * -»-a;? =s ^ 

hx -^ay * =s h 

genügen im Allgemeinen unendliche Werthe x, y^ z, die sich zu 
einander wie a : b : c verhallen, vorausgesetzt dass keine der 
Grössen a^ h, c null ist. Wenn aber 

«/"+ bg -^ ch ^ ^ 

ist, so folgt aus 2t Gleichungen des Systems die dritte, das System 
f öY ^ ist unbestimmt.^/ 

^ Andre-^ttlKire Systeme von besonderer Art werden unten 

/VV(4w J [§. 10) aufgelöst. 

§. 9. Lehrsätze über die linearen Differentialgleichungen. 

1. Die Coefficienten einer linearen Differentialgleichung nter 
Ordnung , welche kein von der Function unabhängiges Glied ent- 
hält, können aus n particulären Integralen derselben in ähnlicher 
Weise zusammengesetzt werden , wie die Coefficienten einer alge- 
braischen Gleichung aus den Wurzeln derselben**). Wenn näm- 
lich yi , ^2 ) • • > Vn particuläre Integrale der linearen Differential- 
gleichung 

bedeuten , wobei y\ \j\ , . die Differentialcoefficienten der Func- 
tion' y von X und die Grössen Oq^Oi, , .^a^^ von y, «/',.. unab- 
hängig sind, so gelten die Gleichungen 

= «0 2/1 + «1 1/1' + • • + a„ y,(**> 



= «0 t/n + «I Vn +••+«» 2/n^'*^ 



*) Jacobi l. c. 
**) Vergl. LiBRi Grelle J. .^0 p. 4 89. 
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Die n + I Grössen 0^,02, . . , welche n + 1 homogenen linearen 
Gleichungen genügen , sind nicht alle null unter der Bedingung 

' y y' . . t/^"> 
y, 1// . . 2//'*^ 



Vn Vn 



J/«^"> 



Diese Gleichung hat die gegebenen particulären Integrale. Die 
Coefficienten von y , y', . . sind proportional den aus den particu- 
lären Integralen gebildeten Adjuncten der ersten Zeile. 

2. Wenn y^ ,^ . . , y^ particuläre Integrale der Differential- 
gleichung 



= a„ y + a, 1/' + 



ö«l/' 



-(«) 



siDd, so hat man insbesondere 



Vi Vi' 



Vn yn 



Vi 



(»-«) j/jC») 



yn' 



(«-«) y„(«) 



Vi y/ 



j/i 



(«-») 



Vn Vrl . . 2/«^"-^^ 






Nun ist der Dividendus der Differentialcoefficient des Divisor (§. 3, 
15), folglich*) 

y, y,' . . j/i^'*-*^ 



dx 



log 



yn Vn 



Vi yv 

Vn yn 



. yn' 



X«-») 



«n-i 



y«' 



(«-.!) 



f^n-i 



dx 



3. Die Integration der linearen Differentialgleichung nter 
Ordnung 

(I) a = a, y + «i S/' + • • + a„ i/C») 

worin a, ao, %, . . von y, y', . . unabhängig sind, lässt sich auf 
die Integration einer linearen Differentialgleichung (n — m)ter 



*) Abel Grelle J. 2 p. 82. Vergl. Malvsten Grelle J. 39 p. 91 und Tissot 
Liouw J. 4 7 p. 478. 
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Ordnung reduciren , wenn m particuläre Integrale der einfacheren 
linearen Differentialgleichung nter Ordnung 

(II) =ao 1/ + a^ j/' + . . + o„ yC") 

gegeben sind. Lagrange (Misceli. Taur. 3 p. 179) hat diesen 
Satz 4764 ausgesprochen und die Möglichkeit der Reduction nach- 
gewiesen. Die Reduction ist von D^Alembert (1. c. p. 381) in 
kurzen Umrissen ausgeführt worden, mit dessen Verfahren Libri^s 
Abhandlung über diesen Gegenstand (Grelle J. 10 p. 185) zusam- 
mentrifft. Nachdem mit Hülfe der Determinanten von MALMSxfeN 
(Grelle J. 39 p. 91) die Ableitung des allgemeinen Integrals der 
Gleichung (II) aus n— -1 particulären Integralen derselben gezeigt 
worden war, hat Joaghimsthal (Grelle J. 40 p. 48) auch die Re- 
duction der allgemeinern linearen Differentialgleichung (I) durch 
m gegebene particuläre Integrale der Gleichung (II) auf analoge 
Weise ausgeführt. Das hierzu dienliche Verfahren ist zum grossen 
Theil bereits von Lagrange vorgezeichnet, der in einer spätem 
Abhandlung (M6m. de Berlin 1775 p. 190) das allgemeine. Inte- 
gral der Gleichung (I) durch n particuläre Integrale der Gleichung 
(II) dargestellt hat. 

"Wenn die von x abhängigen Grössen y^ , y^^ . . , y^ gege- 
bene particuläre Integrale der Gleichung (II) bedeuten , so lassen 
sich ebensoviel Functionen von x , welche durch b^^ b^, • • , ^m 
bezeichnet werden, nach Auflösung einer allgemeinen linearen 
Differentialgleichung (n — m)ter Ordnung durch vi Quadraturen 
dergestalt bestimmen , dass 

2/ = ^l l/l + *2 3/2 + • • + f>,H Vm 

das allgemeine Integral der Gleichung (I) wird. Bezeichnet man 
nämlich 

j^ durch Vij, , -^ durch h^. 



so erhält man 



^/' = &i 2/i2 + • • + 6^ Vnii 



yi»^ s b, y.^m^x + • • + 6m 3/m,m-i 

unter den Bedingungen 
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^i S/ii + • • + 6«! ymx - ^ 

welche die Verhältnisse 6^ : 621 • ^31 • • • bestimmen. Ferner er- 
hält man 

wo 

eine bestimmte Function von x. Ebenso ist 

j/C^ + O = b^ y^^n,^, + • • + fe,„l/m,m + i + «' + 5f, 

wenn 

, . dz , 

f>u Vim + • • + Ö,»i Vmm = »i ' "5^ ** ^ 

wenn 

dZy 

'*' ^i,n — m — 1 "•" • * "*" ^n — m — 1,1 "*" *n — »t 

wenn 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit 00,0^, . . 
multiplicirt und dann addirt, so findet man vermöge der über 
yi ? ^2 > • • 7 2/f» gemachten Voraussetzungen 

a = a^z -¥ a,„ + , z' + a„» + , z" + • • + a^Ä^"-'"^ 

+ «w + i ^1 + «w + 2 ^11 + • • + «n «i,n-m-i 
"^ **?»» + 2 ^2 + • • + fl/i ^2,n — m — 2 

als Bedingung , unter welcher &i ^i + ^2 2/2 + * * + ^m Vm ®*^ 
Integral der Gleichung (I) ist. 

Zur Berechnung der Grössen 61 , . . , 6,,^ , jZj , ^2 ? • • bilde 
man die Determinante mten Grades 
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^^- 



Vi Vix 



Vi ,m — 2 Vifjt 



Vm Vmx • • ym,m •— 2 l/w^ 

und die Ädjuncten ^i , . . , ^m ^^^ letzten Colonne. Wenn man 
die tte Zeile mit b^^ multiplicirt und zu ihr die übrigen der Reihe 
nach mittel, 621 1 •• multiplicirten Zeilen addirt, so verschwin- 
den ihre Elemente mit Ausnahme des letzten, welches für 
/.i^m-- i y m, m + 1 , . . die Werthe js , z^, Z2, . . annimmt. 
Also ist 



C^S, .. 



Die Grössen q , C2 , . . sind gegebene Functionen von x , mithin 
werden, nachdem z gefuifden ist, 61, 62, . . durch Quadraturen 
berechnet. Durch Differentiation findet man 

^ti « Ch « + Ci z' 

«»2 * c«2 Ä + 2 <?tl ^' + ^i «" 

««8 = c^, Ä + 3 0^2 ä' + 3 c,-, ä" + Cj ä"' 



folglich ist 

a = a^z 



(C, Ä + ä') 
C„ Ä + C, J5' + JS" 
+ Cj Ä 

c,2 Ä + 2 c,i J5' -I- c, «" 4- 3'" 
+ Cji JI + C2 2' 
+ c, « 
«m + 4 c,8 js + 3 Cia a' + 3 C^ a" 4- C, jjC') + «<*> 

4- C22 Ä + 2 Cai 3' + C2 js" 
+ Cj, JS + C3 z' 

•¥ c^ z 
+ 

die lineare Gleichung (m—n) ter Ordnung, welcher die Function z 
zu gentigen hat. Aus dem Werth z lassen sich dann die Functio- 
nen fe| , 62 ? • • j ^m berechnen , so dass 

^^1 + Ö2t/2 + • • -♦• KVm 
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ein Integral der Gleichung (I) wird. Da in den parliculären Inte- 
gralen yi , «/2 ? " f Vm ^^* üblicher Voraussetzung unbestimmte 
Constanten nicht voi kommen , da ferner das allgemeine Integral z 
der zuletzt gefundenen linearen Gleichung n — m unbestimmte 
Constanten enthalt, und. durch m Quadraturen bei der Berech- 
nung von fti , ^2 T • • > ^m andere m unbestimmte Constanten ent- 
stehen , so hat das gefundene Integral der Gleichung (I) die erfor^ 
derliche Anzahl von n unbestimmten Constanten , und ist das 
allgemeine Integral derselben. 

4. Die lineare Differentialgleichung, welche zur Integration 
der gegebenen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt, ist im 
Allgemeinen nicht lösbar, wenn sie die erste Ordnung übersteigt. 
Also kommen besonders die Fälle m^m und m=n— 1 in Betracht. 



Für m = n ist a = a„ J5 , 



Vi Vxi 



i/i,«-i 



Vn Vnx ' • 2/«,n-i 

7ii die Adjuncte von y,„_i und 

folglich ist das allgemeine Integral der Gleichung [I) 

wie Lagrangb a. a. 0. bemerkt hat. 

Für m = n — 1 ist a= a,j_i js-»-a„[ciJS -hV) und rj^ der 
Coefficient von y,„ in 

Ä.a = 

ri^ die Adjuncte von y,» und 






Nun ist dR^^i = Rn-^i^^ (§• 3 ? ^^] > folglich 
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Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären 
Integrals Wj der Gleichung = a„_i u -h a„t/' , nämlich 



-/^ 



dx 



Setzt man nun das zunächst gesuchte allgemeine Integral 

folglich nach der angenommenen Bezeichnung 

so erhält man, weil a^^\i([ + %^ii ^^^^ ^^^ Voraussetzung 
verschwindet, 



aßn-2 - ^n^i ^xi » 






mit einer unbestimmten Constante. Zur Bestimmung von b^ hat 
man endlich 






mit je einer neuen unbestimmten Constante , so dass 

das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist, wie JoACHiMstHAL 
(I. c.) bemerkt hat. Den besondern Fall a==0, in welchem Vi 
selbst zur unbestimmten Constante wird, hatte MalmstKn (1. c.) 
früher analog behandelt. 

§. 10. Product aller Differenzen von gegebenen Grössen. 

1 . Wenn man in der Reihe der Grössen <*i , cr2 , . . , a„ jede 
von allen folgenden subtrahirt, so erhält man ^n(n— 1) Differen- 
zen , deren Product 

(«2-«i)(a»-«i) • . («n-«i) 
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durch ^(»1, .., a„) bezeichnet wird. Dieses Producl reducirl 
sich auf eine Determinante nten Grades, deren Zeilen geome- 
trische Progressionen enthalten , nämlich *) 



/(«, , . . » «„) 



Beweis. Das Product z/ ist alternirend (§. i, 4). Wenn nun 
a^^a<^a^^. . ein Glied von J ist, so ist a<i^ a^^ a-^^ . . ein Glied von 
— ^, folglich — öf2^ai^Of3^. . ein Glied von J. Diese beiden 
Glieder von J sind entgegengesetzt gleich , wenn die Exponenten 
a und h einander gleich sind. Also braucht man, um alle Glie- 
der des Products zu bilden, für die Exponenten a, 6, c, . . nur 
verschiedene Zahlen zu' setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
, i , . . , n— 1 , weil kein Exponent den Werth n erreichen kann. 
Die Glieder, welche aus 



durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sich auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten , und sind Glieder von J oder von —J , je nachdem sie 
durch Permutationen der einen oder der andern Classe entstan- 
den. Also ist das Product J von der Determinante 

nicht verschieden (§. 2, 2). 

-Jn(M-i) 

Von allen 2 Gliedern des Products bleiben nur n \ 

übrig, also 

bei 3 Grössen 6 statt 8 
»4 » 24 » 64 

» 5 a 120 » 1024 u. s. w. 



*) Cauchy J. de l'^c. polyt. Cah. M p. 48. Analyse alg^br. Hl, 2 und 
Note IV. Jacobi Grelle J. 22 p. 360. Das Product der Dififerenzen der Wur- 
zeln einer algebraischen Gleichung war von Waring , Lagrange , Vander- 
MONDE betrachtet worden. Bei dem Letztern findet man nur den beson^ 
dem Fall des obigen Satzes 

(6-0) (c-a)(c-6) a ah^ - a'h + hc^ - h'^c + cd" - c'a 

Mist, de i'Acad. de Paris 4774 p. 369. 
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< 


"iß. 


ß' 


«/ 


rCj/S, 


(«/ 


< 


«./». 


A' 



Beispiel. 



(«i/?« - ««/^i) («ift - a^ßiia^ßs - «,/?,) = 



2. Jede ganze allerriirende Function der Variablen «i , «2 ? • • ? 
o„ ist durch das Product der Differenzen ^(«i , . . , a„) theilbar*) . 
Denn durch die gegenseitige Vertauschung von irgend zwei Va- 
riablen erhalt die Function den entgegengesetzt gleichen Werth ; 
daher verschwindet sie, wenn die beiden Variablen von einander 
sich nicht unterscheiden (§. 2, 4); also ist sie durch die Differenz 
derselben, mithin durch das Product ^J theilbar. 

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhängige 
Zahl, oder eine (permanent) symmetrische Function der Variablen. 

Z. B. die Determinante (i) 2±a^^ cc^^ . . a„**""Ust eine ganze 
allernirende Function von ebensoviel Dimensionen als das Product 
J. Der Quotient der Determinante durch das Product ist 1 , weil 
das Anfangsglied der Determinante mit dem Anfangsglied des Pro- 
ducts auch dem Zeichen nach übereinstimmt. In der That ist 
(§. 3, 6) 



\ «1 «i' 



4 «1 «i'' 

«2 — «1 a^—n^^ 

«, — «, a^-^ttJ^ 



4 «i+a, «i*+ofi«, + ff3'^ 



= K-«l)(«3-"«l) • ' 



4 «4 ce.^ 

4 «3 «3* . 



u. s. w. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Folgen- 
den vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von Jagobi 
Grelle J. 22 p. 365 gezeigt worden. 



*) Gaüchy 1. c. p. 46. 
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3. I. Wenn q)^ [x) eine ganze Function ^ten Grades von w 
ist, in der die höchste Potenz den Coefficienten 4 hat, so findet 
man*) 



< yi(«i) 



T'n-iW 



^ yi(«n) • • y«-i(««) 



4 «. 



< «« 



= // 



indem man zur letzten , vorletzten, . . Colonne in J die mit den 
erforderlichen Coefficienten multiplicirten voransiebenden Colon- 
nen addirt (§. 3, 7). Wenn die höchsten Potenzen von x andre 
Coefficienten haben , so ist die Determinante J mit dem Product 
dieser Coefficienten zu multipliciren. Wenn z. B. 



so findet man 






^4) .. (ag-i-H) 



j«_2 g„-3 



(n-4) 



•(^)-(.^.) 

Und wenn aj = o, «2 = a+l, . . , ^^n = a+w— 1, so ist 

^ = a^-'.a«-».. (n-4) 

C) •• (.'-<) 



/a+»— 4\ /ff+n— 4\ 

\ 4 ; • • V 1,-4 ; 



= 4**) 






IL Wenn (pi{x) = ao, + ai,ac 
bat man 

y'o(«i) • • Tn-iK) 

nach der Multiplicationsregel (§.6, i). 

Dem angegebenen Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seite. 



*j BoRCHARDT über eine InterpoIatioDSformel. Abhandl. der Berl. Acad. 
4 860 p. k. 

**] Vergl. §. 8, 7. Stern Grelle J. 66 p. 285. 



Digitized by VjOOQ IC 



80 



§. 10, 3. 



Wenn 






eine Summe , deren Glieder gebildet werden , indem man für i 
und k alle Zahlen von bis n— 1 setzt, so erhält man bei noch- 
maliger Anwendung der MultiplicalionsregeP) 

4. Wenn man das Product aller Differenzen der Grössen 
«i> • 'j'^n ™*^ d®^ Product aller Differenzen der Grössen ß^^ . ., /?^ 
multiplicirt, so erhält man eine Determinante nten Grades. Nach 
der Multiplicationsregel (§. 6, 3) ist 



1 «, . . «, 



^ «« 






wenn 



oder wenn 

Insbesondere ist 



'^/(«i , • . , ««)* 






• ^2« — 2 



wenn 



Denn in diesem Falle redueirt sich das Element; c^j^ der zu bilden- 
den Determinante auf die Summe der (/+&— 2)ten Potenzen der 
Grössen a^ , . . , a„ . 

Allgemeiner hat man ***) 



*) BoRCHARDT BeW. Monatsbericht 4859 p. 378 und Grelle J. 57 p. 11 1. 
**) Cauchy Exerc. d' anal. 2 p. 169. 
***) Caylet Liouv, J. 11 p. 898 und Borchardt Liouv. J. 12 p. 58. 
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^[^{«i> ««,.., ««)*] 



wenn die Summe die sämmtlichen ( j Glieder umfasi^t, welche 

aus dem Anfangsglied ^ (aj , 02, .., a^)^ dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grössen a^, a^, . . , a^}e m verschiedene 
au« der Reihe ai, . . , a^^ gesetit werden. Denn unter der Vor- 
aussetzung 

ist die durch 8,„ bezeichnete Determinante in eine Summe von 
Quadraten zerlegbar (§. 6, 2), nSimlich 

wobei das Summenzeichen die angegebene Bedeutung hat. 
5. Ebenso wird die umfassendere Summe 

durch die Determinante mten Grades 









ausgedrückt"^), w^n x(c^t) gegeben ist, und 
Setzt man insbesondere 

SO wird ^« = w^o;— w^^^ , und die Determinante T liisst sich in 
eine Determinante (ifn-l)ten Grades transformiren, wie folgt**). 
Nachdem man jede Colonne mit —1 multiplicirt bat, findet 
man (§. 3, 3) 



*) J0ACH1118THAL CreHe J. 48 p. 394 und Borchardt über eine Interpola- 
tionsformel p. 8. 

**) Vm#. Jacobi Cr^e j. 80 p. 429. 

B alt z«r, Betemi. 4. Aufl. 5 
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T = 



«0 



«, - I*. J- 



Wf»»-««-!^ «*m + i -«m«* 



Addirt man zur zweiten Zeile die mit x multiplicirte erste Zeile, 
so behjitt man in der zweiten Zeile 



Wenn man diese mit x multiplicii^t und zur dritten Zeile addirt, 
so behält man in der dritten Zeile 

u. s. w. Daher ist unter der Voraussetzung (I) 



T =r 









4 



*2«ll — 1 •*' 



Setzt man ferner 

(11) xi«i) = ^(a^-«t)(y-«.-) 



so w ird 



V = «^-^«-«;4^.l^-f«/4-H-«a^)V 



und die Determinante T kann in eine Determinante (wn-2)ten 
Grades transformirt werden. Man hat nümlich wie vorhin 



T = 



4 U^ — U^X 1*2—11,37 

u^'-u^x — (u^ — u^x)y «, — «^ oj — fy, — tt, ar) ^ .. 



1*. — u,x 






4 0» 



4 x 
4 t<^ tt, 
1/ «1 «« 
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§. 10, 6. 

6. Unter der Voraussetzung 

fix) = a^x^ + ün^^af*-^ + . . + < 

kann die Determinante mten Grades (4) 



83 



s« = 



= tI 



= -2'|z/(«,, 



., «m)'} 



durch die Coefficienten von f{x) ausgedruckt werden. Man bilde 
aius den w— 9 Zeilen 



4 
4 
4 



und aus den m folgenden Zeilen 








*0 ^l 






*o *i *«m— 3 

S^ S^ . . . ..... *2»j — 2 

ein System von (2m-'2)^ Elementen, dessen Determinante von 
S^ nicht verschieden ist (§. 3, 3). Die Colonnen dieses Systems 
werden transformirt, die erste, indem man sie mit a^ multiplicirt ; 
die zweite, indem man sie mit a^ multiplicirt und zu ihr die mit 
(^n—i multiplicirte en^te Colonne addirt; die dritte, indem man 
sie mit a„ multiplicirt und zu ihr die mit a„_i , a^_2 multiplicirte 
2te, Ue Colonne addirt; u. s. f. Dadurch entsteht das System 
der TW— 2 Zeilen 

ö« ö„_, an-2 ... 
ün a„-i . . ♦ 

o« ... 



und derw— 1 folgenden Zeilen, die mit m— 2, /w— 3, .. Nullen 
anfangen. 







a^s, 



♦fo 



«n*i + ö„_,*o 



6* 
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§. 10, 6. 



und der Schlusszeile 

ffn*i «n*» ■•- ««-1*1 o>.*8 + «n-i*« + «»--«*i • • • 
Die Determinante dieses Systems hat den Werth a«^'"""^5«i 
(§. 3, 4. u. 7), und die Elemente können mit Httlfe dar Niwtqii'- 
sehen Identitäten *) 

««*i -•■ ö«-i*» = (»-<}ffn-i 



reducirt werden. Für die Schlusszeile hat man, weil s^ sb n ibI, 






Demnach findet man 









««-« 
««-I 
a« 



na„ (n-^K-i 



eine Determinante (9w— 2)ten Grades, bei welcher die w— 2 
ersten und die w— 1 folgenden Zeilen in Bezug auf die nicht ver- 
schwindenden Elemente ttbereinstimmen. Insbesondere ist 



-^s, = 



-.«,««, - 






«» ««-1 


<»«-. «*-. 


91 a^ 


(Ä-4)a«-.i (n-2)an«. 


«a„ (n— 4)a„. 


-1 (*»-2)««-, (»-3)a„_, 


a„_j «a„_. 


»«»-. ♦««- 


. 1 



U. 8. W. 



^) Newton Arithm. univers. ed. 's Gravesande p. 499. Man leitet die- 

rix) 

selben am einfachste^ aus d^r Identität der beiden iilr -^-^ sich darbie- 

fix) 

tenden Ausdrücke ab. 
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7. Das Quadrat des Products von allen Differenzen der 
Gretesen <yi > o^s > • • > ^ (^) 

kann durch Werthe des Differentialcoefficienten der Function 

f(x) ar «^(j;-a,)(a?-«,) . . (JB - ff J 

ausgedrückt werden. Man hat nämlich 

r(«i) « fl« K-«»)i«i-«s) • • («i-«h) 

r(«2) « («.-«j «» («»-«s) • • («»-««) 
rw * («.-«iiißs-«») «« . • («•-«») 

folglich*) 

Ebendaher findet man fttr m < n 

wenn P das Product aller Differenzen der Grössen Oi, . . > cr^ von 
den Grössen (Subtrahenden) a^^i , * • » ^n bedeutet 

Beispiel. Wenn o^ , . . , a^ die nten Wurzeln von 4 sind, 
so ist 

^(a,,..,ff,)«= (-i)i('-»><'-V 

Und wenn cr^ = ^ , so hat man 

8. In der Determinante nten Grades 

4a,.. «,*-» u, 

P« 

4 «H . . «n"""' W„ 

hat das Element u^ die Adjuncte 

(-4)*-»^(«,, .,, «i_,, «1^1, ..,«„) 

wie sich ergiebt , indem man j0l0l(k Zeile zur Scblusszeile macht 
(§. % 3). Nach det angegebenen Bezeichnung ist 



*) Caucht J. de l'öc. polyt. Cah. 47 p. 485. 
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Bildet man nun 

f(z) = (3 -«,)(«-«,) . . (5-«J 

so findet man 

1-1) -/(«i, • ■, «t-i, «t-hi, • •» ««) = ^T^^j 

und daher folgende Entwickelung der gegebenen Determinante 



' = fe---7ft))^'""-"" 



9. Bezeichnet man durch P^ die Determinante , in weiche 
P (8) Übergeht; wenn a^^ an die Stelle von t/,- tritt, so ist für be- 
liebige r *) 

Die Determinante P^ ist null, wenn die letzte Golonne mit 
einer der übrigen Colonnen übereinstimmt. Also verschwindet 
dietfumme der Quotienten für r = 0, 4 , . . , n — 2. 

Die Determinante P^ geht in das Product J über, wenn 
r = n-'i^ Also hat für r = n — 1 die Summe den Werth 4 . 

Die Determinante P^ ist fürr = /i — i, w, n + l, .. eine 
ganze alternirendc Funcllon von Oj , .., a„, mithin durch das 
Product J theilbar (2) . Also ist für ganze ry>n'~ i die be- 
trachtete Summe eine symmetrische ganze Function Q^ der Grössen 
«1 , . . , ^n ^^^ r — n + I Dimensionen. 

Wenn nun (p{x) = o^ + a^x -4- a2X^'^ .. ist, so findet man 
aus 






*J Caucht 1. c. p. 497. 
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durch Addition der Golonnen die Summe 

y'(«i) . . y(«n) 

r(«.) r («„) 

und durch Addition der Zeilen den Werth dieser Summe^ der null 
ist, wenn g)(x) (n— Sl)ten oder niedem Grades, der aber 

beträgt, wenn g>(x) höhern Grades ist"*^). 

Nach dem von Eulkr (Galc. diif. II, 407) formulirten Funda- 
mentalsatz über die gebrochenen Functionen ist 

Nun ist 

^.-Hf) " •■■■> 

Also ergiebt sich in der Entwickelung der identischen Ausdrücke 
nach fallenden Potenzen von z als Coefficient von J3~^~* einerseits 

andrerseits (Euler Introd. 1, 270) 

SO dass die Summe der Producte von* je r + 1 — n gleichen oder 
ungleichen Factoren der Reihe «i , . . , cr^ den Werth Q^ aus- 
drückt**). 

10. Durch Entwickelung der Determinante (1j 
nach den Elementen der iten Zeile erhalt man 



*) Den ersten Theil dieses Satzes hatte Edler Calc. integr. II §. 4 469 
gegeben. Zwei allgemeinere Sätze hat Brioschi Grelle J. 50 p. 239 hinzuge- 
fügt. Der Satz wurde von Jacobi Grelle J. 4 4 p. 284 auf Functionen von S 
Variablen ausgedehnt. Die Wertbe P^ und Qr^^^ negative ganze r, sowie 
die Determinante eines Systems, dessen Zeilen Potenzen der a mit beliebig 
gegebenen ganzen Exponenten enthalten , sind von Naegelsbach Programm 
Zweibrücken 4874 untersucht worden. 

**) Jaüobi Disq. de fract. simpl. 4825 p. 5. 



Digitized by VjOOQ IC 



88 



§.10, 10. 



Denselben Werth hat (8) 

Nun ist 

rW = «!*-' + C<. «i--^» -► Cfa «|— » + . . 
wenn man durch Qj^ die mit dem Zeichen (^1)^ versehene Summe 
der Producle von k verschiedenen Grtesen der Reihe «| , . « ^ ^i^u 
^i-^i 9 ' • > ^n bezeichnet. Daher hat man die Identitill 



11. Aus dem linearen System 



findet man nach §. 8, 1 
mithin (10) 

Wenn man zu dem gegebenen System die GMobung 
x^ + x^a + . . + aj»**"^* = fp(z) 
hinzufügt, so erhält man (§. 8, 2) 



4 et. «,' 



4 «« «M 



■I 



In dieser Determinante hat^(s) den Coefficäratott^foi, • •» ^J 
und w,- den Coefficienten — ^(«i , .., «i—i, J5, «,.,.1, .., a^). 
Nun ist 

^(«1 ,•..«») ^(«1 . • • > «»- I f «f + 1 . - • » «fl. «f) 

und nach der obigen Bezeichnung (8) 



{*-«gr(a<) 
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folglich hat man*) 

zur Berechnung der Function (n ~ 4 ) ten Grades, welche entsprechend 
den Werthen «i , • . , ^n ^^^ Variablen die Werthe Wi , . . , w^ an- 
mmmt. Die Unbekannte x^ ist der Coefficieot von js^'Un (p[:i)j 
und erhält den oben angegebenen Wertb, wenn man 

entwickelt (40). 

12. Aus dem linearen System 





X, 


•4- . 


. + a;„ »4 






x,a. 


+ . 


• +^»«n » < 




^,««*-' 


+ . 


. +a.„«^'-» - f-» 




erhalt man (§. 8, 4) 










1 . . 4 




. . 4 4 


4 


Xi 


«1 . . «n 


= 


. . «1-1 t 


«<^i 




<-> .. «^~-» 




. . «4-.—» r*^^ 





XiJ(tt^l . ., «n) *= -^(- •» «•-!' ^ «< + !> • •) 

Setzt man beiderseits das tte Element ans Ende, so bleibt übrig ^ 



Xi = 



f{t) 



13. Aus dem allgemeinern linearen System 



^1 

X, a. 



. , -¥ x^ 






findet man nach der angenommenen Bezeichnung (40) 



*) Lagrange's Interpolationsformel (4795) J. de T^e. polyt. Cah. 7—8 
p. 447, welche von dem Fundaineiitatoaiz über die gebrocbeiieB Functionen 
sich nicht unterscheidet. 

**) UGRARfti lli^m. de BerUn 4775 p. 486. GAücaf J. de l'^c polyt. 
Cah. 4 7 p. 78. 
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Xi^ia,, ..,«„)= w,cfü + .. + w„<^<„ 

In der Tbat ist 

S — it-i 

eine Function, welche bei z = «j- auf /^(of,) sich reducirt und 
die bei den andern Werthen von z aus der Reihe a^ , . . , ce^ ver- 
schwindet. 

Anstatt der Grössen C\-^„— i, C\«_2j • • findet man, wenn 
f[z) = Ä* + C|3»-' + . . + C^-|Ä + C^ 

gegeben ist, andre Ausdrücke auf folgendem Wege**). Man bilde 
die Functionen 

f,[z) = Ä + C/ 

f^{z) = ä' + C^z + C, 

/,W = a» + C^af« + C,2 + C3 

u. s. w. Dann hat man, weil z^—t^ durch z — t theilbar ist, 
und insbesondere, weil /'(«i), /'(a2) > * • verschwinden, 









u. s. w. Aus diesem System erhalt man vermöge der gegebenen 
Gleichungen 

Demnach erscheinen iTi , 0^2 > • • ^Is die Zähler der Partialbrüche, 
in welche man die gebrochene Function 

zerlegen kann. Für z = a^ bleibt übrig 



*) Caucrt Anal. alg6br. 111, 1. Vergl. Lagrange M^m. de Berlin 4774 
R6flexions arl. 4 00. 

**) Lagrange M^m. de Berlin 4792 p. 248. Vergl. Scheibner Leipziger 
Berichte 4856 p. 65. 
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Hiernach sind die Ausdrücke /i(a,j, /2(«f)j • • gicichljedeutend mit 
den oben gegebenen 6\i , .C^2 ? • • > und enthalten die Grösse «^ 
nicht, wie man bei ihrer Bildung bestätigt findet. 

Wenn insbesondere w^ = 1, u^^sz i^ ^3 = ^2^ . . ist, so wird 



fn^M +«/«-.W ■•- .. +«'*-^ = 



t-5 



in üebcreinstimmung mit (12). 

14. Eine binäre Form (2/i--i)ten Grades (eine homogene 
ganze Function der Variablen x und y) kann durch n Glieder, 
(2n— 1)te Potenzen binärer Formen ersten Grades, ausgedrückt 
werden*). Denn die Form 

wird durch 

ausgedrückt, wenn die Goefficienten der Potenzen von x der Reihe 
nach mit den gegebenen Goefficienten übereinstimmen,. wenn also 
2n Functionen der Unbekannten 61 , . . , 6^ , aj , . . ^ «„ ebensoviel 
gegebene Werthe o©, . ., Ö2n— 1 haben. Dagegen würde bei der 
analogen Darstellung einer binären Form Snten Grades durch 2l«te 
Potenzen die Anzahl der Unbekannten von der Anzahl der für sie 
aufzustellenden Gleichungen verschieden sein. 

Die verlangte Transformation erfolgt unter den Bedingungen 

«1 = ^1 «2 + . . + 6„ «„ 



Um denselben zu genügen, bildet man die Function 



*) Sylvester (Philos. Mag. 1851, II p. 394) hat diese Transformation ge- 
zeigt und den gesuchten Ausdruck den canonischen genannt, lieber den 
canonischen Ausdruck einer binären Form geraden Grades hat Sylvester 
a. a. 0. und Cambr. and Dublin math. J. 9 p. 93 Untersuchungen mitgetheilt. 
Vergl. Cayley Grelle J. 64 p. 48. 
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(»-«i) • • (»-««) =* C„ + Ch-,« 4- 



§. 40, U. 



welche verschwindet , wenn z einen der Werthe er, , «2 > • • ^''^ 
nimmt, and demgemSss aus der Iten, 2ten, . . Bedingung, in- 
dem man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, das 
System von Gleichungen 



Cf^a^ + Cn^^a^ •¥ 



C^a^ 



Daher ist nun 



4 j]^ 



+ Cja^^^a + a^n^\ 






« 






«0 • • «»-1 ^ 



= ^A*) 



also sind «i, .., tf^ die Wurzeln der Gleichung i{=sO. Dies^ 
Gleichung gehört zu den oben (5) betrachteten. Die Grössen 
6, , . . , 6„ werden dann aus den ersten n Bedingungen gefunden 
(13), und zwar ohne Unbestimmtheit, wenn die Wurzeln CV] , . . , cr^ 
endlich und voö einander verschieden sind. 

15. Wenn die ganze Function ^(1, , . . tu) in Bezug auf jede 
der Variablen den (n~4)ten Grad nicht übersteigt, und wenn 

so findet man durch wiederholte Anwendung von Lagrange^s In- 
terpolationsformel (11) 

m t r(«*)«i-«A) 

y(«A> <2> ") ^ T »K>«i> ") 
y(^. -^^ « j » («»>«<» .•>« !>) 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 40, 45. n 

eine Summe vdti n^ Gliedern , welobe dadurch gebildet werden^ 
dass man fttr A, i, . ., p alle Zahlen von 4 bis n seUI. 

Wenn insbesondere die Function q> altemirend ist, mithin 
zu J{ti , . . , ^J ein constantes VerbSltniss hat (2) , so verschwin- 
det jedes Glied der Summe, in welchem die Nummern h, i, ^ , p 
nicht alle von einander verschieden sind, und man hat fUr 
h, iy , ,, p nur die Permutationen von 4,2, .., n zu setzen. 
Dabei ist (7) 

und der Quotient d[aj^y a^, .., Op) : i^(tt, , .., wj hat deti 
Werth 4 oder —4, je nachdem die Reihe hj i^ . ., p mit 
4 , 2 , . . , n zu ders^ben Glasse von Permutationen gehört oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinante 
nten Grades, und man hat*) 



Anmerkung. EntwicMt man dön Quotienten 

nach fallenden Potenzen von ^t » • m ^n» ^^^ bezeichnet man den 
Coefficienten von (^ , ^ . . O""^ durch 
f y(<i/»>><J l 

so erbäk man auch in dem Fälle, dass die Function 9> in 6#8iig 
auf die einzelnen Variablen den (n->~4)ten Grad Ub«rs|«^t, 

also insbesondere 






r*) 
O 



= ^(«,,..,«J* -?«,*«» ..«,*^«***) 



*) C^ucHY (Exerc. d'aQal. 2 p. 454) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheittö Betrachtung bewiesen. 
**) Jacobi Grelle J. iS p. 368. ***) Bijrti Grelle J. »4 p. «8. 
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§. 40, 15. 



Die Glieder dieser beiden SummeD werden aus den Permutationen 
der Grössen cT) , «2 , . . , of^ gebildet. 

16. Dass die Determinante 



c = 



L - «, 



*fa-«i 



^ — «« 



tn— «M 



den angegebenen Werth (45) 

besitzt, wird durch folgende Betrachtung erkannt. Wenn man 
die Zeilen der Determinante C der Reihe nach mit f{t^) , /*(^2) > • • 
multiplicirt ^ so erhält man 

eine ganze alternirende Function (2) sowohl von ^i , . . , ^^ , als auch 
von «!,..,«„, und theilbar durch J{t^ ? . . ? ^n) ^(^i ? • • ^ ^n) • 1^^'' 
Quotient ist eine von den Grössen ^i , . . , ^n ♦ ^i ^ • • ? ^n unabhän- 
gige Zahl, welche sich dadurch ermitteln IStsst, dass man den 
Grössen ^i , . . , ^„ der Reihe nach die Werthe «!,..,«„ zuertheilt. 
In diesem Falle'verschwinden alle die Elemente der Determinante, 
welche neben der Diagonale stehn ; daher bleibt von der Deter- 
minante nur ihr Anfangsglied übrig, welches in 



übergeht (7) . Also ist 



der gesuchte Quotient. 



(-0 



^n(fi-i) 



17. Die Adjuncte f^j^ des Elements — - — entsteht aus der 

Determinante C (16) durch Weglassung von t^ und a^ in den 
Reihen /i , . . , t^ und «i , . . , a„ und durch Multiplication mit 
( — l)*"*"^. Daher hat man y,-^ 
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Indem man noch die Function 

g(z) = {z-t,){z^t,) . . (Ä-y 
bildet, findet man (8) 

und mit Hülfe dieser Werthe 

18. Aus dem linearen System 



ti — «« 






^n - «. ^n - «« 

findet man nach §. 8, 4 

Cxf, = «iriit •♦- • • + ««y«* 

mithin (17) 

^, ^ y(«*) jA<i) ^1 , , A'<n) t^n j*) 

Anmerkung. Der besondere Fall, in welchem alle Zeilen 
und Coionnen des Systems 

i — . • II 






^n — «I ^n — «n 

harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi- 
mativen Quadraturen vor (Gauss 1814 Gomm. Gölt. Tom. 3. 



*) HXdenkamp Grelle J. 22 p. 484. 25 p. 482. Liouyille J. 4 4 p. 466. 
Hermite Grelle J. 52 p. 43. 
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§. <t), 18. 



Vergl. JiCOii Grelle J. 4 p. B01 , Schsllbach Grelle J. 46 p. 4d2, 
ScHsiiNSR Leipz. Berichte 4856 p. 73, u. A.j und ist von Joa- 
guimstiial Grelle J. 48 p. 4H neu behandelt worden. Vergl. auch 
LiGowsKi Grunert Archiv 36 p. 484. 

19. Wenn man die Determinante (46 ff.j 



rii 



h- 






nach ti differentiirt, so erhall man eine neue Determinante, welche 
von C dadurch sich unterscheidet , d^ss die Elemente dar rtoo 
Zeile 



-4 



-i 



(^-«i)"^' •*' [ti-i^^' 



sind (§. 3, 45). Daher ist*) 



(-4) 






1 



4 



B 



20. Wenn man die Determinante B durch die Determinante 
C dividirt , so erhält man 

1 ^2 ' 



eine Summe, derea Glieder gebildet werden, indem man für 
A, i, . . , p alle Penanutationen der Nummern 4, 2, . . , n setzt*"*) . 



Beweit. Das Product 






^« — «, 



ist eine ganze alternirende Function sowohl von (| , . . , ^„ ,' als 
auch von «i , . . , a„ , und theilbar durch ^/(^i , . . , ^J ^(aj , . ., aj . 
Der Quotient ist eine symmetrische Function 9>('i > • • , O ? welche 
in Bezug auf jede der Variablen den (n— 4)ten Grad erreicht und 
daher (45) durch 



*) BoRCMAiiBT Bert. Moliatsb^riclit 4855 p. 465 und Crelle I. 58 p. 4d3. 
**) BoRCHAHDT a. 8. 0. Vergl. Joachimsthal Crelle J. 58 p. 466. 
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dargestellt werden kann. 

Wenn nun /i,t2, .., t^ der Reihe nach die Werthe a^^, 
a,-, .., Op erbalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind, so verschwindet 

fit )* 

weil nicht nur JJ, sondern auch ; ' verschwindet, während 

z. B. ^ und ti mit a;^ zusammenfallen. Also findet man alle nicht 
verschwindenden Glieder der Summe, indem man für A, /, . . , p 
alle Permutationen der Nummern 1 , 2 , . . , n setzt. Wenn aber 
hy hj • M ^n ^^^ Bei he nach die von einander verschiedenen 
Werthe a^^ , a,- , . . , a^ erhalten , so bleibt von der Determinante 

nur ein Glied a {f(aj^) /'(«,•) . . ^(«p)]^ übrig, während 
übergeht. Daher ist 



^^^n(n~,) Bf{t,)..f{t^ ^^ 



Anmerkung. Nach (49) hat man die Identität 

4 (-^r ö«C 



Der Differentialcoefficient (§.3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von fj, .., f„, dividirt durch /"(fj ) ^ . . 
/*(f„)2. Indem man denselben durch J{ti, .., t^) dividirt und 
den Quotienten mit f{ti) . . f{t^j multiplicirt , erhält man die er- 
zeugende Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung f{z) = 0. Denn die Entwickelung 
der Identität nach fallenden Potenzen von ^ i , . . , ^n g»©^^ einer- 
seits die symmetrische Function der Wurzeln 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. 7 
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andrerseits den Ausdruck derselben durch die Goefficienten der 
Gleichung , worüber man in der angeführten Abhandlung weitern 
Aufschluss findet. 

21. Wenn Fj (is) , . . , F^[z) ganze Functionen uüd a^ , . • , i^m 
veränderliche Argumente sind , welche für z gesetzt werden , so 
ist die Determinante 2±F^ [x{) . . F^^[x^ eine alternirende ganze 
Function der Argumente x^, . ., x^^ mithin durch das Product 
der Differenzen z/(a?, , .. , x^ iheilbar [%). Der Quotient kann 
unter der Voraussetzung m <in und dass keine der Functionen 
den (?*—!) (en Grad übersteigt, interpolatorisch aus den Werlhen 
berechnet werden, welche die Functionen bei den gegebenen 
Werlhen a^ , . . , «„ der Argumente annehmen. Bezeichnet man 
durch 

das Product der mn Differenzen, welche durch Subtraction aller 
Grössen a^ , . . , «^ von allen Grössen Xt , . . , ir,„ entsteht!, so ist 

Z±F,{x,).,¥^[xJ ^ ^, JT ± F, («.) . . F„,{aJ D(«,^ ^. ^ , . . , «„ ;' ^. , ♦ • > ^J 
.1{X,, . .,xj ^ J{a,, . .,«J^(«m + i. •.,«»; «1, ••. «w) 

eine Summe von [ ) Gliedern , welche dadurch gebildet wer- 
den , dass man für «i , . . , a„^ je m verschiedene Grössen der 
Reihe «j , . . ; cr^ setzt*) . 

Beweis. Bildet man q>(z) = [z — a^)., (3 — aj , so ist (41) 
und nach (§.6,1) 

Nun ist (§. 3,4) 



*) BoRCHARDT ubcr eine InlerpolationsformeL Abhandl. d. Berl. Acad. 
4860 p \. 
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ferner (7) 

endlich (16) 

aJ| — «j a;^- «« D(«i ,..,«»,; a^i ,.., irj 



Durch Einführung dieser Werthe erhält man sofort den zu bewei- 
senden Ausdruck. 

Die Anwendungen dieses Ausdrucks, namentlich auf die 
Reste j welche bei der Entwickelung des Quotienten einer ganzen 
Function /* (js) durch cp{z) in einen Kettenbruch entstehn, und 
auf die Nenner der Näherungsbrüche für denselben Kettenbruch, 
findet man in der angeführten Abhandlung. 



§.11. Norm, Resultante und Discriminante. 

1. Wenn a eine eigentliche nte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen a^, . . , a'*""^ von i verschieden sind, so hat eine 
ganze Function derselben n Glieder*) , z. B. 

Die n conjugirten Werthe q>{a) , welche den Werthen a entspre- 
chen , sind die Wurzeln einer bestimmten Gleichung nten Grades, 
deren Goefficienten von a unabhängig und ganze Functionen der 
Grössen a sind. 

Um q>{a) durch die Grössen a zu bestimmen, bilde man durch 
Multiplication mit a unter der Voraussetzung a^ = 1 das System 
von n Gleichungen 

= a^ — (/'{«) + a^a + a, «* + . . 

= a„_j -t- K-y'(«))«+ a»«'-*- . . 

= «n-« -^ ««-!«+ K-y(«))«* + . • 

welches für die Grössen 1 , a, a^^ . . homogen und ersten Grades 
ist. Nach §. 8 , 2 ist 

*) Vergl. Wawno Mise. anal. 4762 p. 44, Eule» 4764 (Nov. Comm. 
Petrop. 9 p. 70) , Lagrange R6flexions . . 67ff. (M6m. de Berlin 4774). 

7* 
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§.44, 4. 






= 



die gesuchte Gleichung nten Grades für ^(a) mit den Wurzeln 
g)[a^) , . . , g>{cc^) , wenn die ?iten Wurzeln von I durch a, , . . , a^ 
bezeichnet werden. Die Adjuncten einer Zeile bilden dann eine 
geometrische Progression , deren Yerhältniss a ist. Wenn die erste 
derselben null ist, so sind alle Adjuncten null. 

2. Das mit dem Zeichen (—1)** versehene Product der Wur- 
zeln (p{cci) .. qp(a^) wird gefunden, indem man das von q>(a) 
unabhängige Glied der Gleichung durch den Coefficienten von 
[€p[ct]]^ dividirt. Daher wird das Product der n conjugirten Werthe 
ip[a) , welches die Norm der ndeutigen Function q){a) 
heisst, durch eine Determinante nten Grades ausgedrückt*). 



N </■(«) = y(«J (pitt^) . . <fia„) = 



«1 



Von den n^ Gliedern des Products bleiben nur die n ! Glieder der 
Determinante übrig. 

Die Determinante ist durch q)(cii) , q>{a^ . . theilhar. Denn 
die erste Colonne des Systems vermehrt um die mit a^, a^^^ . . 
multiplicirten folgenden Oolonnen enthält die Elemente q>{ai)y 
axq>[ax) , . . ü. s. w. 

Dasselbe Resultat kann man auf dem Wege ableiten , der im 
Folgenden (6) bei dem allgemeinern Problem angezeigt ist, indem 
man die Determinante (§. 40, 4) 



*) Spottiswoode 4 853 Grelle J. 54 p. 375. Dem daselbst gegebenen 
Ausdruck ist das Zeichen ( — 4)2v'»~0(»*~*) hinzuzufügen. Vergl. Stern 
Grelle J. 73 p. 374. Die »Norm einer complexen Zahl« als das Product der 
Zahl mit der conjugirten Zahl hat Gauss 4 834 eingeführt Theoria resid. 
biquadr. II §. 30. Das Zeichen N wird nach Dirichlet 484S Grelle J. S4 
p. 295 gebraucht. Die »Norm einer mehrdeutigen algebraischen Function« 
findet man bei Kummer de numeris complexis etc. Breslau 4844 (Liouv. 
J. 42 p. 487). 
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z/(a, , .., ««) (/>(<!,) . . (p{an) 



in das Product 



zerlegt (§. 6, 1) 






<r(«i) «i'r(«i) «i*v'(«i) 



1 «, «1 

4 «« «-' 



3. Die Determinante des Systems, dessen Zeilen durch cy- 
clische Vertauschung aus der jedesmal vorhergehenden Zeile ge- 
bildet werden, 



die Norm der ndeutigen Function q)(a) , hat die Eigenschaft , dass 
in jedem Glied der Determinante die Summe der Indices durch n 
theilbar ist. Denn das Ate Element der /ten Zeile hat den Index 
— i-i-k oder n — i-i-ä:, je nachdem i weniger oder mehr als k 
beträgt. Wird nun ein Glied der Determinante aus dem rten 
Element der 4ten Zeile, aus dem slcn Element der Sten Zeile, aus 
dem ften Element der 3ten Zeile, . . gebildet, so ist die Summe 
der Indices von 

— 4— a — 3 h r -^ s -¥ t -i- " d. \. 

um Xn verschieden, wo A eine Zahl der Reihe bis n— -1 bedeu- 
tet. Z. B. für n s= 3 hat man 



y(«,) vi«,) <^{«,) = 



«0 «l «« 

a, o« Ol 
a, o. Oft 



3^0 Ol »8 



Die ganze Function f{x) wird durch A+BXj C-i-Dx-hEx\ . , 
ausgedrückt, wenn durch A, B ganze Functionen von a;^, durch 
Cj D^ E ganze Functionen von a?^, u. s. w. bezeichnet werden. 
Daher ist 

^f(xy^) =8 f'\^x)f(x) eine ganze Function von x\ 

lHf[x-p'\) = f[ax)f(«^x)f(x) eine ganze Function von o?*, u. s. w. 
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§. H, 3. 



Umgekehrt wird die obige Determinante auf das Product zurück- 
geführt in Fällen , welche eine unmittelbare Aflga)>e des Products 
zulassen. Z. B. 

I. Wenn o^ , 02 , . . , «»—1 den Werlh 1 haben , so ist 

et, 4. «,.« + •• + «<*•"•' 4- < = 
V(«i) = o. - < , . . , y(««- 1) = «• - < , v(«n) =- «0 - ^ •♦- « 



4 4 a. 



= (a.-4 4.n){a.-4)« 



IL Wenn «o» «i» «2? •• ^i*^® geometrische Progression bil- 
den , und zwar a^ = 1 , ai = r , u. s. w. , so ist 

Nun sind 1 — vaj , I — v<X2, . . die Divisoren von \ — v", daher 



1 Du» 

ü«-» 4 V 






(4-t;*)'' 



III. Wenn a^y 03 , . . verschwinden , so sind o^ + % «i , 
Oq + a| «2 } • • ^*® Divisoren von Oo" — (— '«i)**, daher 



^0 «I 



o» 
«• 



««'•-{-«»)" 



4. Wenn die ganze Function 

g{x) = 6, 4- 6»a; + . . 4- b^x*" » h^{x^fi^) . . (a?-^J 

gegeben ist, und durch x eine Wurzel der Gleichung g[x] =0 
bezeichnet wird , so hat die ganze Function 

höchstens n Glieder. Die n conjugirten Werthe f[x) , welche den 
Werthen x entsprechen , sind die Wurzeln einer bestimmten Glei- 
chung nten Grades, deren Goefficienten von x unabhängig und 
ganse Functionen der Grössen a und b sind. 
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«03 



Um f(x) durch die Grössen a und ö zu hesUminen, bilde 
man durch MuUiplicaiian mit x die n Gleichungen 

= * . * (a^''f{x))x^ + . . 

und die m Gleichungen 

S5 6, •♦- 6i J^ + 62 ic* + . . 

SS « 6„ a; + 6, X* + . . 

= * * 6,,a;* + • . 

Dieses System von n-^m Gleichungen ist fUr die Grossen 1 , Xj 
x\ . . , aj^'»+«- 1 homogen und ersten Grades. Daher ist nach 
§.8,2 

a^-fixj o, 



^ 



6. 6, 



s= 



die gesuchte Gleichung nten Grades für /*(jj) mit den Wurzeln 
f{ß\) 1 '"> f(ßn)' ^'® Adjuncten einer Zeile bilden dann eine geo- 
metrische Progression , deren Verhältniss x ist. Wenn die erste 
derselben null ist, so sind alle Adjuncten null. 

Anmerkung. Die gefundene Gleichung trifil zusammen 
mit der nach Tscbirnhausen ^) zu bildenden Resi)lvente der 
Gleichung g(x) s 0. Dabei wird die Resolvente durch Verfügung 
gen über die Coefficienten der Hülfsfunction f(x) zu einer beson- 
dern; jeder Wurzel f{x) der Resolvente entspricht eine bestimmte 
Wurzel x der gegebenen Gleichung g(x} = , der Quotient der 
Adjuncten folgender Elemente einer Zeile, und zv^ar der nach- 
folgenden Adjuncte durch die vorhergebende. 



*) Brief an Leibniz 1677 April 17 und Acin Erud. 1683 p. 204. Vergl. 
Lagrange M6m. de Berlin 4770. Röflexions . . 40ff. 
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§. <<,5. 



5. Das mit dem Zeichen (— <)*• versehene Product der con- 
jugirten Werthe f(ßi) , . . , f(ßn) wird gefunden, indem man das 
von f(x) unabhängige Glied R der aufgestellten Gleichung durch 
den Coefficienten von [f{x)]^ dividirt. Nun ist 



«0 



fl) 


«2 


«• 


«1 




«• 


ftl 


b. 


b. 


bi 




*n 




eine Determinante (n-i-m)ten Grades, von weichern Zeilen aus 
den Coefficienten a \on.f{x) und die folgenden m Zeilen aus den 
Coefficienten b von g{x) gebildet sind. Also ist 

bfrnßx) ' . fißn) = Ä 

Zugleich hat man nach der oben (§. 10, 2<) angegebenen Be-^ 
Zeichnung 

= (-4)'»«a„«fe„»* /)(/?., . .,/?„; «., . ., «J 

fix) = 0, NflfW = g(a,) , . iy(«J = (-4)«^« : a«« 

Hiernach ist das angegebene Product im Werthe jR eine 
symmetrische ganze Function sowohl der Wurzeln ß\ , - • , ßn) 
als auch der Wurzeln a^,..,«^, und eine homogene ganze 
Function sowohl der Coefficienten Oq , . . , a^ von n Dimensionen, 
als auch der Coefficienten öo»-) ^n von m Dimensionen. Die 
Gleichung Ä = ist die Bedingung, unter welcher eine Wurzel 
der i\Xv f[x) aufgestellten Gleichung null ist, so dass die Functio- 
nen f(x) und g[x) beide durch eine bestimmte Function von x 
ersten Grades theilbar sind , und die Gleichungen f(x) = und 
^(xjsO eine Wurzel gemein haben. Daher ist die Gleichung 
jRsO die Besultante des Systems von Gleichungen 
f^x) s= , g{x]^^ (§.8,3), und die von x unabhängige Deter- 
minante i{ wird die Resultante der beiden ganzen Func- 
tionen f(x) und ^(a?) genannt. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 11, 5. 



105 



Wenn die Coefiicienten a^ , «„,_i , «^-2 > • • und b^ , 6„_i , 
^n-2? • • honwgene ganze Functionen der Variablen y ^ z von 0, 
4,2, . . Dimensionen sind, so ist die Resultante R eine homogene 
ganze Function von mn Dimensionen derselben Variablen, und 
Ä = eine Gleichung mnten Grades für die Unbekannte y : z . 
Denn bei dem Uebergang von y \n yty z in zt gehn 



ttber in 



o«» «i» • ., *•, ^, 









Wenn man die ersten n Zeilen des veränderten Systems mit /""■ *, 
t^'-^, . . und die letzten m Zeilen mit ^'**"'i, P~^, .. multiplicirt, 
dann die Colonnen durch ^»«+«-1^ ^+»-2^ . . dividirt, so findet 
man das anfängliche System. Nun ist 



(n-4) + (n-2) + 



-G) 



u. s. w. Also ist jR' : R eine Potenz von ^, deren Exponent 



V 2 



")-a)-(r)- 



Zu demselben Satz führt die Bemerkung, dass zugleich die 
Wurzeln a der Gleichung f{x) = und die W^urzelu ß der Glei- 
chung g[x) =0 in at und ßt übergehn. Demnach geht das Diffe- 
renzenproduct D über in Dt^^. 

Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen (aequatio finalis) ist von Euler (Mem. 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung von symmetrischen 
Functionen der Wurzeln der Gleichungen zurückgeführt worden. 
Zu demselben Zweck hat Lagrange (M6m. de Berlin 1769 p. 303) 
den Logarithmus von R berechnet. Die Ableitung der Resultante 
aus einem linearen System ist gleichzeitig von Euler (M^m. de 
Berlin 1 764 p. 96) und B^zout (M^m. de Paris 1 764 p. 298) ange- 
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§. 14, 5. 



geben worden. Von dieser Ableitung ist Silvcstsr^s dialytische 
Methode (Phiios. Mag. 1840 no. 404. Vergl. Ricbklot Grelle 
J. 24 p. 226) und Hessb's Verfahren (Grelle J. 27 p. 1) nicht 
wesentlich verschieden. 

6. Die Identität des Producte h^f[ß^) . . f(ß^] mit der Deter- 
minante R (5) wird ohne Rücksicht auf die Gleichung (4) bestätigt, 
indem man wie oben (2) zeigt, dass R durch f[ß^) theilbar ist. 
ü. s. w. 

Zu demselben Ziele gelangt man*) , indem man die Deter- 
minante 



P = 



f{ßn) ßnfißn) 



ßi^'-'nßx) giß,) 

ßf^-'^ßn) 9{ßn) 



ß^-'gW 

ßn""-'gißni 



in das Product von jR mit der Determinante 



A n 4- m — 1 



* ßi 

* ßn 

zerlegt (§. 6,4). Zufolge der Gleichungen 

/■(«,) = 0, . .,/I«J = 0, giß,) = 0, . .,g{ß^] = 

ist aber (§. 4, 2und§. 40, 4) 

fW . . ßr^'nßi) gM ' • «r""'fl'(«i) 

fißn • • ßn*""nßn) gi^J • • «m"-*^{«m) 

Ferner ist identisch 



*) BoRCHAKDT Grelle J. 57 p. 183. Vergl. Hesse krit. Zeitschr. f. Matti. 
18J(8 p. 483 und Tortolini Ann. di Matern. f850 p. 9. 
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folglich 

^'"AAl . . fifin) » Ä 

7. Die Resultante von f(x) und g{x) ist die Resultante von 
f(x) und ^(x) + A/'(a^) , wenn diese Function von demselben 
Grade ist als g{x) . Denn die Determinante R bleibt unverändert, 
wenn man zu m Zeilen des Systems der Reihe nach andre mit k 
multiplicirte Zeilen desselben addirt (§. 3, 7) , zur (n4-4)ten die 
Ite, zur (n+2)ten die 2te, u. s. w. 

Die Resultante von f(x) und ix—t)g{x) ist das Product der 
Resultante von f{x) und g{x) mit der Resultante von f(x) und 
x—L Denn die gesuchte Resultante ist 

Wenn die ganzen Functionen f{x] und g(x) beide durch die- 
selbe ganze Function h{x) theilbar sind, so verschwindet ihre 
Resultante identisch. Z. R. f{x] und (x—ai)g{x) haben die 
Resultante «/"(a,) = . 

8. Zwei ganze Functionen /', g von ac, deren Goefficienten 
a^ 6 gegeben oder gegebene Functionen einer Unbestimmten y 
sind, haben im Allgemeinen keinen von x abhängigen gemein- 
schaftlichen Divisor, d. h. eine ganze Function h von x, durch 
welche /* theilbar ist, geht nicht unbedingt auf in g. Wenn aber 
bei einem bestimmten Werth y die Functionen /*, g den gemein- 
schaftlichen Divisor h haben, so bestimmt die Gleichung A = 
den entsprechenden Werth x ein- oder mehrdeutig , so dass x , y 
dem System von Gleichungen /*= 0,^=0 genügen. 

Zur Aufsuchung des gemeinschaftlichen Divisor von 
/und g^ sowie der Auflösungen des Systems von Gleichungen 
/== 0,^ = bilde man *) , wenn z. B. 

/" = % + a^x + a^x* + a^x^ -f a^x* 
g =i b^ -¥ b^x -¥ b^x^ -¥ b^x^ 

aus/*, xf^ 0^2 /* und aus </, xg^ x^g^ x^g 



*) Vergi. 2te Auflage dieses Buchs 1864 p. 99 und den Aufsatz des 
Verf. Leipziger Berichte 4873 p. 530. 
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§. H, 8. 



a^ Ol a, Og 04 

«0 ^1 <*2 *3 *4 

«0 <*! <*« <*» *4 

6, &i 6, 6, 

60 6, 6, ft, 

^ ^1 ^a *8 

^0 ^i ft« *» 



ferner nach Weglassung von je einer Zeile 



S = 



60 + 61 ÄJ fej ftj 
&6^ 61 6j 



«4 



^0 *>i ^t &8 

und nach Weglassung von je 2 Zeilen 



S^ + S,ir 



r = 



6^ a; + 6, a;* b^ 63 



= r^ + Tio; + r,a;« 



wobei So; Si, Tq, T^, T^ Subdeterminanten des Systems sind, 
dessen Determinante R. Indem man zu den ersten Colonnen die- 
ser Systeme die mit entsprechenden Potenzen von x multiplicirlen 
folgenden Colonnen addirt y erhält man die Ausdrücke 





f «1 


«2 


«8 


< 


»4 








XI 


r «0 


Ol 


a. 


«. 


O4 






xy 


«0 


«1 


«. 


«. 


«4 




s 


6i 


b. 


&. 








= pf-i 


xg 


K 


^1 


^2 


6, 








x^g 




K 


^1 


6. 


ft. 






a?g 






^ 


«. 


6. 


6. 






f 


«2 


«3 


04 








xf 


«l 


a. 


«. 


«. 




= 


9 


b. 


^ 






= Pif+ Q,9 




xg 


f>i 


6, 


6. 








x-^g 


K 


&. 


6« 


6. 








f 


a, 0, 










r« 


9 


ö. 






»i». 


f+Q»g 






xg 


^ 


^ 
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Diese Ausdrücke geben zu erkennen , dass jeder ^eiueinschafüiche 
Divisor von f und gm Ry S^ T aufgeht. Wenn R nicht null ist, 
so haben f und g keinen von x abhängigen gemeinschaftlichen 
Divisor. Wenn i{ = , so haben f und g den gemeinschaftlichen 
Divisor ersten Grades S, oder (wenn zugleich S^ null ist) den 
gemeinschaftlichen Divisor zweiten Grades T. U. s. w. Die Coef- 
ficienten des gemeinschaftlichen Divisor sind homogene ganze 
Functionen der (gegebenen oder bestimmten) Coefficienten a, 6. 

Wenn/'ssO und ^ = 0, so ist auch Ä = , S = 0, r=0. 
Einem der Gleichung H = genügenden Werth y entspricht dei* 
den Gleichungen S = , 7 = genügende Werth x^ oder es ent- 
sprechen ihm die 2 der Gleichung T = genügenden Werthe x^ 
so dass cp,y dem System der Gleichungen /*= , ^ = genügen. 
U. s.' w. 

In der That ist (5) R = a^h^D[ax ? • m «w ; A , • • , /^n) ^^^"^^ 
null , wenn a,u = oder 6„ = , weil dabei eine der Wurzeln a 
oder ß unendlich wird , sondern nur dann null , wenn unter den 
Differenzen ßi-'OL^ eine null ist, sodass f und g den Divisor 
X — ßi gemein haben. 

9. Wenn f^g, cp gegebene ganze Functionen von x sind, 
die erste mten, die zweite wten, die dritte (m-hn— 1)ten oder 
niedern Grades , und wenn R die Resultante von f und g ist , so 
giebt es bestimmte Multiplicatoren p^ q^ Functionen von x , die 
erste (n— 4)ten, die andre (m — 1)ten Grades, dei^estalt dass Rg> 
durch pf-k-qg ausgedrückt wird*). Denn zufolge des Systems 
von 4 -h n -h w Zeilen 

y SS Co + CiiC + C,a?* + • • 

/• s= a^ + a,a7 + a^x^ + • • 
xf = a^x -¥ a^x^ + • • 



^ = 6^ + 6jir + ö^x* + 
xg SS ft^oj + tjO?* + 



*) Vergl. §. 8, 4. Jacobi Grelle J. 15 p. 408, Gauss (Demonstr. novo 
altera 8. Comm. Gott. III. 4 845) hatte die Resultante der Function f und 
ihres Differentialcoefficienten /"' durch pf-^qf ausgedrückt. 
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ist identisch (§. 3, 6j 



§.14, 9. 



<f Co C, Cj 

f ö, Oj a, 

flf 6o ^1 h 

xg 6o ^1 



und durch Entvvickelung nach den Elementen der ersten Colonne 
Rif-pf-qg = 

10. Wenn die ganzen Functionen f und g auf Grund der 
Gleichung Ä = einen gemeinschaftlichen Divisor, und die Glei- 
chungen /*= und ^ = eine oder mehrere gemeinschaftliche 
Wurzeln haben , so besteh n unter den Subdeterminanten des 
Systems, dessen Determinante R ist, Relationen, weil die oben 
(8) gebildeten Determinanten, Functionen Iten, SIten, . . Grades 
einer gemeinschaftlichen Wurzel , null sind. 

Wenn eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen /"= 
und j = durch x bezeichnet wird, und wenn die Functio- 
nen f und g einen gemeinschaftlichen Divisor ersten Grades 
haben ^ so verhalten sich (§. 8, 2) die Adjüncten einer Zeile des 
Systems von (w-i-m)2 Elementen, dessen Determinante i? ist, wie 
1 : cc: cc2 : ..*). 

Wenn f und g einen gemeinschaftlichen Divisor zweiten Gra- 
des haben, so verhalten sich die Adjüncten einer Zeile des ver- 
kürzten Systems von [n-^m — ^]'^ Elementen, dessen Deter- 
minante S ist , wie 4 : cc^ : (T^ : . . . U. s. w. 

Demnach findet man für die gemeinschaftliche Wurzel x eine 
Gleichung entweder ersten oder zweiten oder höhern Grades. 

11. Wenn die Gleichungen /"ssrO und ^ = eine oder zwei 
oder mehr gemeinschätftliche W^urzeln haben , so sind unter den 
\ ten , 2ten , . . Differefitialeoefficienten der Resultante R in Rezug 
auf die Variablen a^ , a, , 02 , . . oder 6q , 61 , 62 , . . zwei oder 
drei oder mehr folgende durch eine homogene Gleichung ersten 
Grades verbunden. 



*) Vergl. Jacobi Grelle J. 15 p. 106. 
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Aus der Identität (9) Ä =lf+ Qg findet tnan 



du 



dp 



d(? 



50^ hai da| ^ 



und auf demselben Wege 






u. s. w. Wenn nun x eine gemeinschaftliche Wurzel der Glei- 
chungen /*=0^ ^ = ist, so erhall man die Gleichungen 



dA 



du 



hüi büi^^ 



= •♦) 



-^ - * > — 5 ^ + > 5 *= • 

Kofli + i öa^-i-i 



da..* 



u. s. w. , welchen eine gemeinschaftliche Wurzel x genUgi. In 
dem Falle ^ dass die erste Gleichung. eine IdentiUit ist, bestimmt 
die zweite Gleichung die beiden gemeinschaftlichen Wurzeln 
U. s. w. 

12. Bie Determinante (n+r^i) ten Grades 



«1 


fl« 


• 


flo 


«1 


«a 


^ 


6, 


. 


K 


\ 


b, . 



kann durch Verbindung der Zeilen in eine Determinante nten 
oder wten Grades zusammengezogen werden, je nachdem n oder 
m die grössre der beiden Zahlen ist. 

Es sei zunächst m = n. Um die nie Zeile des Systems zu 
transformiren , multiplicire man die nte Zeile mit b^ und die voran- 
gehenden Zeilen mit 6„_i , ^n— 2? ••> ebenso die Snte Zeile mit 



a^ und die vorangehenden mit ö^— i» ^n— 2> 



Durch Sub- 



*) KiCHELOT Grelle J. tl p. 288, 
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traction der 2nten Zeile von der »len, der (2w — 4)ten Zeile von 
der (n— 4)len, . . bilde man nun unter Anwendung der Bezeich- 
nung 

die Zeilen 

rfg, d,i . . d«_,,, d», 



Die Addition dieser Zeilen ergiebt für die wte Zeile von 6„ R die 
Elemente 

weil d,-,- = , rfj^,- == — d,jt , und daher die Summe 

äix + d^-,,, + . + dii = 

Auf dieselbe Weise transformirt man die (n— 4)te, (n— 2)le, . . 
Zeile. Man multiplicirl die (^— i]te Zeile mit b^, die vorangehen- 
den Zeilen mit ft„_i , ö„_2^-- "• s. w. und ßndet endlich die 
Elemente der (n— «)ten Zeile von ft^*"*"^!! durch Addition der abge- 
leiteten Zeilen 

^on • • "»-1-1,« ^i-t-tfft 

Bezeichnet man das (A-h4)te Element der (n— ?")ten Zeile durch 
c^]^ , so hat man 

Analog ist 

weil die Summe d^+ijc + ^i,Ä;+i -•-•••+- ^*,i+i identisch ver- 
schwindet. Insbesondere hat man 

weil üf, und 6,. als verschwindend zu betrachten sind, wenn 
Hiernach ist nun 
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b'R = 



^1»— 1,» 



ft. 



^« — I ,n — i 



C,,n-i 



Bezeichnet man die Determinante -2 ±Coo. . c^—i «— i durch S, so 

ist (§. 4, 2) 6/Ä das Product von (— f)*«^«-») S mit einer Deter- 
minante nten Grades, die von ihrem Anfangsgtied ft^** sich nicht 
unterscheidet. Also ist*) . 

Beispiele. Wenn /* und g vom 2ten Grade sind, so wird 
Ä « - S =s - 



Wenn f und g vom 3ten Grade sind , so findet man 

d„ dl, d„ 

Wenn /* und </ vom 4ten Grade sind , so findet man 

d„ d^, d„ d,4 

d^, d„ + dl, d,4 + d„ di^ 

d„ d,4 + dl, di^ + d,, d,4 

d,^ di4 d,^ d,4 



Ä = S 



Diese Determinanten können nach §. 5, 5 weiter entwickelt wer- 
den , wobei die Identität 

(§. 3 , 9) zur Verfügung steht. 

13. Wenn m<n, so bilde man durch Hinzufügung von 
n--m Zeilen, 

6, 6i . h^ 

^0 *i • K 



*) Vergl. unten (44). 

Baltz«r, Determ. 4. Aufl. 
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welche auf der Diagonale endigen , die Determinante '^nten Grades 
ft^"-"*]?, und verwandle dieselbe auf die angegebene Art (42) in 
eine Determinante nten Grades, so dass 



«"-'"Ä = 



^H — I ,« — I 



t-cn-i 



Diese Determinante ist durch 6„'*""'" theilbar, als Product der bei- 
den Determinanten wten Grades 



«• 




«1 

«0 


Cm- 


>v 


C«-,,i 


c,. 




C«, 



öl 






Man findet nHmlich durch Composition der ersten Colonne in der 
ersten Determinante mit den Colonnen der zweiten Determinante 
die erste Colonne des Products , u. s. w. In der That ist 

weil a,^^,i , (i^fi-¥^ \ ' • ^'^ verschwindend zu betrachten sind. Die 
zweite Determinante hat den Werth 6^^*""*, also ist R der ersten 
Determinante gleich *) . 

14. Die abgekürzte Form der Resultante Ä (15) ist von B^zout 
(Mem. de Paris 1764 p. 317) durch ein Verfahren erreicht wor- 
den, welches Jacobi (Grelle J. 15 p. 101. Vergl. Gaüchy Exerc. 
d^Anal. 1840 p. 393) in Erinnerung gebracht und durch neue 
, wesentliche Bemerkungen . beleuchtet hat. Aus den gegebenen 
Functionen f und g , welche beide als Functionen wten Grades 
vorausgesetzt werden , bildet man mit Hülfe geeigneter Multipli- 
catoren n bestimmte Functionen (w--l)ten Grades «o? ^i ? ••> 
^n— 1> ^'^*c^^ ^'^^ /und g zugleich verschwinden. Dann ergiebt 
sich die Resultante von f und g und der gemeinschaftliche Divisor 
dieser Functionen aus dem System der Gleichungen Wq = , . . , 
M„_i = 0. Es ist nämlich 



*) Vergl. Hosenhain Grelle J. 28 p. 268. 
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f »r + i + «r^..^ + •• 






9 K + i + K^'z^ + • • 




a<, + a,rr + . . 


+ a^x"- a^^, + a^^,ic 4- 


.. + a.o:— -» 


6« -«- 6^3? + • • 


+ b^x" 6^ + , + &r-i-2^ + • • + b„af*-''-' 



eine Function (?i— 1)len Grades, welche durch 
bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung 
findet man (§. 3 , 6) 

und analog 

weil die Summe d^^x r ■*" ' * "*" ^r«+i identisch verschwin- 
det (12). 

Eine gemeinschaftliche Wurzel x der Gleichungen /*= und 
^ = genügt dem System % = , . . , i/^_i = , weil diese letz- 
tern Functionen verschwinden, wenn /"und g null werden. Wenn 
nun die Determinante S = -2± Coo • . c„— i n— i ^^^^ ^^^i ^^ schliesst 
man wie oben (8) , dass die Gleichungen /*=0 und §'=0 eine 
gemeinschaftliche Wurzel nicht haben. Wenn aber 8 = und 
eine Subdeterminante (n— Ijten Grades nicht null ist, so bilden 
die Adjuncten einer Zeile eine geometrische Progression, deren 
Verhältniss die getiaeiDSchafiliche Wurzel x der Gleichungen f^^^ 
und g^^ ist. 

Wenn y^^ die Adjuncte des Elements c^j^ bezeichnet wird , so 
«sty,fc = yÄ:t (§• 3,5), folglich 

und durch Multiplication 

Unter der Bedingung i + ä: = r -h s sind y,j^ und y^^ einander gleich, 
und man kann ihren gemeinschaftlichen Werth durch yi^y^^ be- 



*) Jacobi 1. c. p. 4 0t. 
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zeichDen. Demnach bilden die verschiedenen Adjuncten yojyt^ " ^ 
y2n--2 ^'"^ geometrische Progression, deren Verhältniss die ge- 
meinschaftliche Wurzel der Gleichungen /*= und ^ = ist. *) 

Wenn aber yo ^^^^ *st, so bilde man nach Weglassung der 
Gleichung Wq = das System 

^n—i,« "*" '^n— 1,1^ ^n — i,a • • '^w — i,n--i 

dessen Determinante null ist. Die Adjuncten einer Zeile verhal- 
ten sich zu einander , wie 1 : x^ : x^ : . ,j so dass die gemein- 
schaftliche Wurzel der Gleichungen f=0 und g=0 durch eine 
Gleichung zweiten Grades bestimmt wird. ü. s. w. 

Bei verschwindender Determinante S haben f und g einen 
gemeinschaftlichen Divisor, und die Resultante R verschwindet 
(8) . Nun ist S wie R (5) eine homogene ganze Function sowohl 
der Grössen 09,01,.., als auch der Grössen 60, &i,.. von n 
Dimensionen , also ist der Quotient S : R eine von diesen Grössen 
unabhängige Zahl. Das Anfangsglied von R ist Oil^h^ und kommt 
in dem Anfangsglied von 



j_^ji«(n-i)^^ 



^«—1,0 • • ^»—1,11 — 



^•0 • • ^0,1»— i 



mit demselben Zeichen vor. Daher ist (— l)^**^**""*^ ^: i?= 1 , wie 
oben (12) durch directe Transformation gezeigt wurde. 

15. Cayley hat die Berechnung der Resultante von f und g auf 
die Entwickelung der symmetrischen ganzen Function (§. 10, 2) 

gegründet**). Dabei wird vorausgesetzt, dass/* vom iwten Grade, 
g vom nten Grade , und m ^n ist (4) . Weil F{Xy y) =sF(yy x) ^ 
so ist qjf. = Cjci . 



*) Jacobi 1. c. p. 106 
**) Vergl. Sylvester's Mittheilung Philos. Trans. 4 853 p. 516. Hermite 
Grelle J. 52 p. 47 Anm. Cayley Grelle J. 53 p. 366. Borchardt Grelle J. 53 
p. 367 und 57 p. IIa. 
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Setzt man a^bj^ — aj^b^ = rf,jt » so erhält man 
(a, + OiO? + • -X*, + ftiV + • •) — (6o + ^^ + ••)(«• + <*!!/ + • •) 



und daher 

F[x,y) = rf., + de2(y + ic) + . . -I- d.n'ytf' + • • + o;«-') 



Indem man die Glieder absondert, welche x^y^ enthalten, findet 
man wie oben (1SI und 14] 

Äbgesehn von dieser Entwickelung ist 

Fißi, ßk) = K fißi, ßi) = mg'ißi) 

folglich 

Wenn man beide Seiten durch ^{ßi, . . , ß^)^ dividirt, so findet 
man (§. 10, 3 und 7) 

. ^±€,, . . C^-.,n-. « (-<)*~^~"*^6nVW . . fißn) 
= (-<)l'»<'»-»>6„«-«»Ä(5) 

Die Theilbarkeit der Determinante durch b^"^ ist oben (13) 
nachgewiesen worden. 

16. RosBNHAiN hat die Resultante der Functionen f und g 
interpolatorisch durch die Werthe von f und g ausgedrückt, welche 
w -h n gegebenen Werthen des Arguments x entsprechen *) . Diese 
Werthe von f sind eben so wenig von einander unabhängig , als 
die Werthe von g^ weil /' durch m+ 1 und g durch n + 1 Werthe 
bestimmt ist (§. 10, 11). 



*] Grelle J. 30 p. 457. Vergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 4855 
p. 690. 
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§. 11 , 16. 



Sind a?i , a?2, . . gegebene Werihc von a? , so muUiplicire man 
die Determinante (w-h/wjten Grades 





flo 


a^ 


«« 






«• 


«1 


R = 


K 


^I 


f>2 






&• 


f>i 


zeilenweise mit 









/*. /« H + m — 

Bezeichnet man das Product durch 2 ± Cxi . . Cn+mn+tw? ^^ ^^^ 
man 



u. s. w. , folglich RP 

I f{X^) OCj[Xy) 



Cjg — x^fix^) 



Ci» — a^i f{^\) 



Ci,« + 2 = ^ifl'(^i) • . (^i,n^m = ^i'**"*ö'(^i) 



. . V7(^i) S'(^i) ^ifl'laJ,) . . ^i'""*ö'(«i) 



Durch Entwickeiung dieser Determinante nach den Subdetermi- 
nanten nten Grades der ersten n Colonnen (§. 4, 1) findet man 
^/•(a;J . . f{xJJ{x^, . . , xjg{x^^,) . . ö'ia;^^. J^(a7„^., , . . , x„^J 

eine Summe von C*^"*) Gliedern , welche dadurch gebildet wer- 
den , dass man für 1 , 2 , . . , n alle Combinationen von n ver- 
schiedenen Nummern der Reihe 1 , 2 , . . , w + /w setzt , und die 
Übrigen Nummern so ordnet, dass die Reihe aller Nummern jedes- 
mal mit der Reihe 1 , 2^ . .jn-k-m zu derselben Glasse der Per- 
mutationen gehört. Nun ist identisch (§. 10, 21] 

~JiZ ^ \yi(^ Z ] ~ ^ («^1 » • • > *n ; ^n + 1 ' • • > «^n + m) 

^{X^ , . . , X^) ^[X^^y , . . , aJn + mi 

folglich , unabhängig von den Permutationen, 
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Anmerkung. Mit Hülfe dieser Formel hat Rosenuain a. a. 
O. Gaüchy's inlerpola torische Darstellung einer gebrochenen alge- 
braischen Function *) abgeleitet. 

Die Resultante von f und [x — z)g ist (7) Rf[z] , und wird 
nach der angegebenen Regel durch die Werthe der beiden Functio- 
nen ausgedrückt, welche m -f- w -h 1 Wertben von x entsprechen, 
wie folgt : 

^ (^0 i ' ' * ^n *» ^n-i- 1 » • • » ^» -♦- m) 

Die Resultante von (x—z]f[x) und g{x) ist Rg{z) und nach 
derselben Regel 

D{x^f . . , iCn— i > ^n » • • » ^n -l-m) 

Durch Division erhält man, nachdem man den Zähler und den 
Nenner durch g[xQ) . . ^(^^n+w) dividirt und den Quotienten 
f[x^ : g[x^ durch u^ bezeichnet hat, 






v^M + i"~*^ • • (^n + »*""•*) 



D(a5^ , . , , Xf^^ 1 ; a;„ , . . , (a?n -•-»») 



(^0--) • • {^n-i-«) 



17. RoRCHARDT hat die Resultante der Functionen f und^, 
beide wten Grades, interpolatorisch durch die Werthe von f und g 
ausgedrückt, welche n-h 1 gegebenen Werthen Xq, Xj , . . , x„ 
des Arguments x entsprechen**). 

Unter der Voraussetzung (15) 

Fix, y] = ^^^^^(y)-A!/)^(^) ^ ^^^^,^ 

ist die Determinante -5±Coo. .c^— i n— i ^^^ Resultante R gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach §. 10, 3 hat man aber 

J{x,,..,x^)^ 
Bildet man nun die Function (n-i-l)ten Grades 

(f)[x) = (a? — ajj (a? — iTi) . . {x — x^) 



*) Cauchy Anal, algöbr. Note 5. Vergl. Jacobi Grelle J. 30 p. 127. 
**) Berl. Monatshericht 1859 p. 376 und Grelle J. 67 p. 111. 
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so ist (§. 10, 8) 



§. n, M. 






Nach Einftthning der Elemente 



hik 



= Ä*< 



erhält man daher 

Eine besondere Eigenschaft der Elemente dieser letztem 
Determinante ergiebt sich daraus, dass F[Xyy) in Bezug aufa? 
vom (n— 1)ten Grade, dagegen q)[x) vom (n-i-<)ten Grade ist, 
dass also (§. 40, 9) 



y'lxj </)'(a;J 



V'(^») 



= 



Demnach ist 



Kk + ÄiA + • + A„A = 



also insbesondere 



-K, 



K + A„ + 



— h^ « A„ 4- Ai, + • • + Aj» 

u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
(n-i-l)ten Grades (— 4 )**"*■ ^ -SiÄooÄn . .ä„„ alle Elemente gleiche 
Ädjuncten (§. 3, 42), deren gemeinschaftlicher Werth durch die 
Formel 

[0,4, ..,n] 

bezeichnet wird. Also ist 

18. Die Formel [0 , 4 , . . , n] d.h. die Determinante nten 
Grades 






-Ä«, 
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ist von BoKCBAKBT a. a. O. nach den Produclen der in der Diago- 
nale stehenden Grössen h^i , ^02 > • • > ^on entwickelt worden (vergl. 
§.5,3). 

Der Theii derselben , weicher keine dieser Grössen enthält^ 



A„ + . . 


+ 


Am 


-*,. 


-*.. 


-*,. 






*i. + • • + *.» 


-h„ 


-*,. 






-*„ 


*.. + •• + I>,n 



ist wiederum eine verschwindende Determinante (§. 3, 12), in 
welcher alle Elemente dieselbe Adjuncte haben, die durch 
[4 , 2, . . , n] bezeichnet wird. Daher ist der Theil der gesuchten 
Entwicklung , welcher je eine der Grössen Äoi , Äq2 , . . enthält. 

Der Theil von [0 , 1 , . . , n] , welcher das Product Äqi Äo2 
enthält, ist eine Subdeterminante (n— 2)ten Grades, die aus der 
Determinante [2 , 3 , . . , n] dadurch gebildet werden kann , dass 
man die in der Diagonale stehenden Grössen ^3 , ^4 1 • • ? ^2n 
durch die Summen 

Ä,, + Ä„, Ai4 + Ä24, . . , Ä,„ + Ä2„ 

ersetzt. Bezeichnet man die so transformirte Determinante durch 

[7+2 , 3 , . . , »] 

SO ist der Theil von [0 , 1 , . . , n] , welcher je 2 von den Grössen 
^01 > ^02 > • • enthält, 

ÄoiÄo»[r+2, 3, 4, . .,»] + Ä,,Ä„[T+8, 2, 4, . .,n] + . . 

Auf analoge Weise wird der Theil von [0 , I , . . , n] , welcher 
je 3 von jenen Grössen enthält, durch 



AoiÄo2Äo»[<+2+3,4, 5, . .] + Äo|ÄoaÄ,J«+2 + 4, 3,5, . .] + 



ausgedrückt , indem man [1 + 2 + 3 , 4 , 5 , . .] aus [3 , 4 , 5 , . .] 
dadurch ableitet, dass mai^ die in der Diagonale stehenden 
Grössen Ä34 , Ä35 , . . durch die Summen 

ersetzt. U. s. w. So entsteht die Recursionsregel 
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[0 , 1 , . . , fi] = JfÄ.J* , 2 , . .] + ^K, Äo.,[^+2, 3 , • •] 

Zufolge derselben ist 

[0, = Äo, 
[0, 1,2] = 2KA^,%] + Ä„,Ä,, 

= ^01 ^12 + ^02*12 + ^01*02 



[0,1,2,3] = -5'Äo,[1,2,3] + ^h,,h,,[i-^i,B] + K,h,,h,, 

= i^l + Ä«2 + A«3)[< ,2.3]+ Äo|Äo2[n^, 3] 



+ Kl Äo3[< +3,2]+ h^h,,[% + 3 , 4] + Ä,, Ä,2Ä., 



Die Formel [1,2,3] hat 3 Glieder, die Formel [i -+2, 3] 
hat deren 2 , also hat [0 , 1,2,3] deren 42 . Ebenso erkennt 
man , dass die Formel 



[1+2 + .- + ft, fc+1, fe + 2, Ä: + 3] 

3U -h 3 . 2 A:2 ^ Ä,3 = A:(Ä; -♦- 3) 2 Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass für die Werthe von m, welche eine bestimmte Grenze nicht 
übersteigen , die Formel 



[1+2 + -+ft, A: + 4,.., k-hm] 

k(k'-^m]^''^ Glieder besitzt, findet man vermöge der Recursions- 
regel für. 

[I 4.2 +..4. Ä, fe + 1,.., fc4-fn + 4] 

die Anzahl der Glieder 

ft(m+1)(1+mr-» + *;''(«•+»). 2:2+m-ir-» +fc*('"?-»). 3(3 +m~2)«-»+ • • 

Demnach ist die bis zu m s 3 gültige Annahme unbeschränkt 
richtig. 

19. Wenn durch f eine Function nten Grades von x , durch 
f^ ihr Differentialcoefficient bezeichnet wird , so ist die Resultante 

von f und /* (5) ' 
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2fl, 


aa. 




a. 


2a, 


»a, . 


«1 


0« 




«0 


^1 


«2 .. 



«n^-^rKi-n«,,) = 



Das System hat n Zeilen der ersten Art und w — 1 Zeilen der 
zweiten Art. Subtrahirt man die mit n multipiicirte letzte Zeile 
von der nten , so erhält die nte Zeile folgende Elemente 

0, . ., 4>, -na«, -(»-1)ai, .. 



•«n-i 



und die Resultante reducirt sich (§. 3, 3) auf das Product von 
a^ mit einer Determinante (2n— 9)ten Grades, welche durch ^4 
bezeichnet wird. Nach §. 1 0; 7 ist 

eine symmetrische ganze Function der Wurzeln «j , . . , a„ (vergl. 
§. 10, 7) und eine homogene ganze Function der Coefiicienten 
tto , . . , a„ von 2n — 2 Dimensionen, welche die Discriminante 
der ganzen Function f'{x) und der Gleichung f[x)=i} 
genannt wird*;. Wenn a^ verschwindet, so wird eine der Wur- 
zeln «1, 0f2, .. unendlich gross; dabei verschwindet die Discri- 
minante im Allgemeinen nicht, sondern wird zur Discriminante 
einer Function (n— i)ten Grades. 

Die Discriminante des Products fg (abgesehn vom Zeichen) er- 
scheint hiernach ,5) als das Product der Discriminanten von /* und 
g muitiplicirt mit dem Quadrat der Resultante von f und g. Wenn 
A die Discriminante von f ist, so findet man z. B. für (o;— t) f die 
Discriminante Af(ty^. 

20. Wenn die Discriminante von f nicht verschwindet, so 
haben f und f keinen gemeinschaftlichen Divisor (8) und die 
Wurzeln der Gleichung /*s=0 sind sämmtlich von einander ver- 
schieden. 

*) Gauss Demonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen »Determinante der Function f(x) oder der Gleichung 
f{x) s= 0« beigelegt. Vergi. Joachimsthal Grelle J. 3S p. 871. Jacobi Grelle 
J. 40 p. 244. Bei dem jetzigen Sprachgehrauch ist der von Sylvestgr 
(Philos. Mag. 1851 , II p. 406) gebildete Name »Discriminante« bezeich- 
nender. 
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Wenn die Discriminante von f verschwindet , so haben f und 
f einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln der Gleichung 
/*= sind nicht alle von einander verschieden. Der gemein- 
schaftliche Divisor theilt auch die Function pf-^qxf, welche 
aus der gegebenen Function dadurch abgeleitet wird , dass naan 
ihre Goefficienten «o , «i , «2 ; • • der Reihe nach mit den Gliedern 
einer beliebigen arithmetischen Progression p, P'i-q, p-^^q,.. 
multiplicirt, und welche vor Erfindung der Differentialrechnung 
von HuDDE 1 657 *) zur Bestimmung mehrfacher Wurzeln der Glei- 
chung /*s= gebildet-worden ist. 

Wenn fxind f den gemeinschaftlichen Divisor t^ haben, und 
die Discriminante von t nicht null ist, so ist /' durch t^"^^ theilbar. 
Es sei z. B. 

C = «V + kt^-'t'u = t^fu' + k^\ 

Da nun t' und t einen gemeinschaftlichen Divisor nicht haben , so 
ist u durch t, also f{x) durch f**i theilbar. 

21. Die ganze Function/(a?) kann als ein besonderer''Werth 
der binären Form d. h. der homogenen ganzen Function von 
2 Variablen y , x desselben Grades 

angesehn werden **) , welche durch Composition der Glieder von 
(y -H (t)** mit den Goefficienten i4o , ^ij , -^2 , . . entsteht , und eine 
nte Potenz in dem Falle wird, dass i4o> ^i ? • • > ^n ^^^^ geome- 
trische Progression bilden. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Functionen 
hat man die Identität 



bu b 



u 



bx by 



*) HuDDE Epist. I. Reg. 10 in Schooten's Ausgabe von Descartes' 
Geometrie. 

**) Dieses wichtige Hülfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
univ. Inventio divisorum p. 43, Plücker System d. anal. Geom. §.4, 7, 
Hesse Grelle J. 28 p. 102, Joachimsthal Grelle J. 33 p. 373, Jacobi Grelle 
J. 40 p. 247 und Andern, zu dem gegenwärtigen Zweck von Salmon higher 
plane curves 1852 p. 296 angewendet worden. 
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4S5 



Der gemeinschaftliche Divisor von u und — y- ist also auch ein 



Divisor von — v— . 

n öy 



Die unter der Voraussetzung y = 1 gebildete 

Resultante von — x— und — ^- ist wiedieDiscriniinantevon/*(aj) 

n ox n oy ' ^ ' 

eine homogene ganze Function der Coefficienten %, <hy -- y % 
von 2 « — 2! Dimensionen und verschwindet zugleich mit der Dis- 
criminante von f{x) . Daher hat jene Resultante zu dieser Discri- 
minante ein von den Coefficienten Oq , Oj , . . unabhängiges Ver- 
hältniss. 

In der That , wenn man in der Determinante A [i 9) jede der 
letzten n — 2 Zeilen mit n multiplicirt , und von ihnen der Reihe 
nach die 2te, 3te, . . Zeile des Systems subtrahirt, so findet man 
nach Umstellung der nten Zeile 



«. 


2a, 


3a. 






«1 


Sa, 


80, 


na. 


(n-4)o, 


(n-8)o. 






no. 


(n-1)a. 


(«-2)a, 



d. i. die Resultante von f{x) und nf{x) — - xf{x) . 

Beispiele. Die Discriminante der Function 2ten Grades 

ist die Resultante von ax -^a^x und ao -H a^ir , nämlich 

Die Discriminante von üq h-^ a\ x -^ 3 a^x*^ -^ a^ x^ ist die 
Resultante von 

a^ + ^a^x + OgO?* 
a^ + %a^x + a^x* 

nämlich in der verkürzten Gestalt (.1 2j 

Ebenso findet man die Discriminante von 
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3(a,'- - a^oj 3faj «., - a^ a,j o^ a, - a.a^ 

3 a, a., - o. O3) 9a/ - 8 o^ «3 - a^a^ 3 K O3 - a, oj 

a, a^ — a^ a, 3(a., a, — a, aj 3(0,^ - «^aj 

22. Das in der Diseriminante von f{x) enlbaltene Product 
aller positiven und negativen Differenzen zwischen den Wurzeln 
«1 , «2 » • ' f ^n <^®'' Gleichung f{x] =0 ist der Quotient des be- 
konnten Gliedes durch den Coefficienten des höchsten Gliedes in 
der Gleichung, deren Wurzeln jene Differenzen sind*). 

Um diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass dem 
System 

f{x) = 0, fiJO + y) = 

gentigt wird, indem man für x und x-^-y alle Wurzeln ai , . . , «„, 
mithin für y alle Differenzen der. Wurzeln , unter denen n ver- 
schwinden, und für x den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resultante R der beiden durch f(x) und 
flx-hy) bezeichneten Functionen von x (8). Also ist R durch 
y^ theilbar, und Ä : y** = die Gleichung, deren Wurzeln die 
Differenzen zwischen jeder der Grössen «1 , . . , «^ und den übrigen 
Grössen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber paarw^eise 
entgegengesetzt gleich , also kommen in R : y* nur gerade Poten- 
zen von y vor. 

Unmittelbar findet man die von den verschwindenden Wur- 
zeln befreite Gleichung, indem man**) von dem System 

(I) /"(w + v) = , /"(w-t;) = 

ausgeht^ welchem durch die Werihe 



*) Diese unler dem Namen »^quation aux carr6s des diflf6rences<( be- 
kannte Gleichung ist von V^aring Mise, analyt. <762 p. 17 mit Hülfe von 
symmetrischen Functionen der Grössen a^, «2, .. construirt und zur Un- 
tersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung gebraucht worden. 
Besondere Ausführungen für die Gleichungen 4ten und 5ten Grades hat 
Waring in den Philos. Transact. 1763 p. 294 mitgetheilt. Die Ableitung 
der erwähnten Gleichung durch Elimination wurde von Eüler Calc. difiT. 
II, §. 244 gezeigt, und ausführlich von Lagrange (M6m. de Berlin 1767 
p. 311 art. 8. Resolution des 6quat. art. 8 und Note 3) behandelt. 
**) Nach Borchardt's Angabe. 
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genügt wird. Dieselben Auflösungen hat das System 



dessen erste Gleichung nur gerade, und dessen zweite Gleichung 
nur ungerade Potenzen von r enthält. Weil /"(w + r) — /*(w — i;) 
durch V theilbar ist , so umfasst das System (llj die beiden Sy- 
steme 

(III) fiu+j r) +n»-^) ^ 0. „=0 

und 

Dem System (IV) wird durch die Werlhe 

iu = ftj + «^, 2r = «^ — «^ 

unter der Beschränkung genügt ^ dass i und k verschiedene Zah- 
len der Reihe 1 , 2, . . , w bedeuten. Bildet man nun die Resul- 
tan(en il'{v'^] und x{f^) der Functionen 

flu + V) 4- fju - V) ^^^ f(u^v) ^ f{u-v ) 
2 2t> 

jene in Bezug auf die Variable m, diese in Bezug auf v^, so ist 

t^(v*) s , wenn v* = — («^ — «^)* 
4 

^{u] == , wenn u = — («^ + a^) 



§. r2. Die Panctionaldeterminanten. 

1. V^enn yi y . • , y« Functionen der Variablen Xi , . ., rr„ 
sind, so besteht für die Differentiale das lineare System 

by, by. 

"«' = öxT'^' ■*•••■*■ si;'^" 



d,„ = ^*.. + ...|^^„ 



Die Determinante dieses Systems von Differentialen (§. 8, 4) 
^ ± v^ • Y^ 'St die Determinante eines Systems , dessen Zeilen 



da?, dxn 
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die ersten Fluxionen (die partialen Differentialcoefficienteii erster 
Ordnung) der gegebenen Functionen enthalten. Sie wird die 
Functionaldeterminante ^) d. i. Fluxionendeterminante 
(»Jacobian« Caylby Grelle J. 52 p. 276) der gegebenen' 
Functionen genannt und nach Donkin Philos. Trans. 1854, I 
p. 72 wie eine Fluxion bezeichnet 

z. B. w = aap- + "Ihxy -^cy^, w' = a'x*^ -i- '^b'xy -i- c'y'^y 

4 d(tt,u') _ \ (IX 'hby 
T d(a;,|/) "" I a'a? + b'y 



bx -^by 
b'x + c'y 




X 


u bx -^cy 
u' b'x + c'y 


-yx 
b 


x^ 
c 







Wenn hei den in Betracht kommenden Werthen x die Functional- 
determinante nicht null ist, so können die Differentiale dx durch 
die Differentiale dy ausgedrückt werden. Man findet aus dem 
angegebenen linearen System 

indem man durch J die Functionaldeterminante , durch J^j^ die 
Adjuncte von jr^ bezeichnet. Wenn aber bei allen x die Functio- 
naldeterminante null ist , so sind die Differentiale dy^j . . , dy^ 
durch eine oder mehr homogene lineare Gleichungen verbunden, 
deren Coefficienten Subdeterminanten des Systems der Fluxionen 
sind. 

Wenn die Grössen y^ , * - y Vn ^^^^^ unabhängig von einander, 
sondern durch die Gleichung <jp(t/i , . . , t/J = verbunden sind, 
so verschwindet die Functionaldeterminante identisch d. h. bei 
allen x**). Denn die Determinante 

5^7 öiCj hx„ 



*) Jacobi de determ. functionalibus (Grelle J. 22 p. 349) §. 5. Vorlesun- 
gen über Dynamik p. 400. Mehrere unter den hierher gehörigen Sätzen 
hatte Jacobi in früheren Abhandlungen, namentlich 1883 Grelle J. 12 
p. 38 ff. gegeben. 

**) Jacobi det. funct. §. 6. 
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ist null, weil in der tten Zeile des Systems nach Addition der mul- 
tiplicirten andern Zeilen alle Elemente verschwinden zufolge der 
Gleichungen 



5^ dxj^ 






[k = 4,i,..,n) 



2. Wenn die Grossen ^ explicite gegebene Functionen der 
Grössen x sind, so kann y^ in Bezug auf a?j^ difTerentiirt, also auch 
die Functionaldeterminante unmittelbar gebildet werden. 

Wenn insbesondere /^ die Variable a^ nicht enthält, wenn f^ 
die Variablen ccj , X2 nicht enthält, wenn überhaupt f^ die Variab- 
len a?i , . . , x^^i nicht enthält^ so erscheint die Functionaldeter- 
minante in Form eines Products, weil von ihr nur das Anfangs- 
glied übrig bleibt (§. 3,3). 

Wenn die Grössen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind , z. B. *) 



u 



so ist u^ 






M 



du 



~54-**^5^*'^^^^''^ 



2:± 



bVi 

5^ 



dXn 



0X^ 



bu 

ÖXi 

hu 

OXi 



iu bu 

bXf^ oa?|| 

du, bu 

bXf. * bXn 



bUn bu 



z± 









du, 
hu. 



bu^ 

dir- 



öt*„ 



dfi 
5^ 



** 5^ bx^ 



und durch die Substitution u^ 



~ findet man 



*) Jacobi Grelle J. 12 p. 40. 
Baltzer, Determ. 4. Aafl. 
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5^ • 


bu 

hxn 




bv 


bv 


da;, 


du, 

bx„ 






bx^ 




bx„ 




*• bx. 


bVn 



unabhängig von den Differentialen der Function t. 

3. Wenn die Grössen y implicile gegebene Functionen 
der Grössen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen 

so ist*) 



2 i 



ÖiTi ÖiC^ 



= (-i; 



bVt 






Beweis. Zufolge der Voraussetzungen hat man 

bFi ^ bFi ^ bFi ^ bFi 



.^ — dx^ = 
bx„ •• 



^Vr 



Wenn nun unter den Variablen x nur xj^ sich ändert, so ist 



_ bFi^ ^ bFi by, ^ ^^ bFi by^ 
bxfi by, bx/i by^ bxj^ 



folglich (§. 6, 1j 



öx, bx„ by. 



öF^ ^ ^ d^ 
"5^ bx, 



bxk 



Anmerkung. Wenn die Grössen F^ , F2 , . . so beschaffen 
sind, dass F,- die Variablen (Tj , . . , (r,_i nicht enthält, so ist 

da?! bxJ^ da?, bx^ 

das Product der in der Diagonale stehenden Elemente [%) . 



*) Jacobi det. funct. §. 10 und 18. 
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Wenn die Grössen Fi, F2, . . so beschaffen sind , dass 

fi - - Vi + fii^i . . • > a;J 



so ist 



bF, bF^ 



2:± 
Und wenn man aus dera gegebenen System F^ = 0, 



^± 



^Vi hn 



bF, bF^ 
^xl bx„ 



^± 



ÖA ^fn 



F„ Ä das System 



Vi = yi{^i» • •) 

!/« = <ra (1/1 » ^« » • •) 



!/n 



y«(l/i» • •» l/n-i> ^n) 



abgeleitet hätte, so erhielte man die Functionaldeterminante der 
Grössen y in Bezug auf die VariableQ x in Form des Products 





da?! 


bxn 


die 


Determinante 


b(£, 
bx^ 


btp, 
bx^ 


b(r, 

bx^ 







bx^ 








b(f^ 
bxi 



das Product der Determinanten 



1 


0. 


bif. 


i . 


0^3 
&V. 




. 


, , 



bx^ 






da?! 


da?. 






öy. 


öa?. 



zufolge der Identität 



9* 
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5y7 5^ ^^$-1 diCjt 5^ 5^ 

4. Wenn m ^n und zufolge des Systems von n Gleichungen 

FiiVi» . . , y», a^i, . . , ajj = 0, . . , F^(y^, . ., y^, a?,, . . , rc J «= 

die Grössen ^ implicite gegebene Functionen der Grössen x sind, 

so ist*) 

^^5F, bF^ bF^^, bF^ 

-^-5^--5:^== ^-"'^ ^^bF, bF, 

bVi 5^ 

Beweis. Die Determinante 



(-4)" 



dFj bF, bF, bF^ 

^i 5^ ^Vm + i hn 



bF^ ^ ^ bF^ bF^ ^ ^ bF^ 

ist das Product der Determinanten 



bF, bF, 


dy, dy, dy, dy» 
5^ da?« dy«^.| ^ 


dF, ÖF, 


bVn hn ^Vn ^Vn 
bx, bx^ dy«+, ^ 


(3) beit=1. 


2,..,m 


(^F< dy, 


'^^bxjt'^ ^Xi, 



und bei Ä: = m + 1 , . . , n 

ÖF^ by, 



bFi by^ 



bFi 



hl ^ * dy« 5y* dy^ 

Der zweite Factor ist von ^ ± -r^ • • J^^ nicht verschieden 

da?i OXfn 

(§• 3, 3). 

Insbesondre ist bei m =as 4 



byi 



5^ öy, Syij^ 



*) Jacobi det. fanct. §. 4S. 
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5. Wenn JS| , . . , z^ gegebene Functionen der Grössen 
Vi) •' 1 yn) ^^^ diese wiederum gegebene Functionen der Grössen 
Xi, .. j x^ sind , so findet man die Functionaldeterminante der 
Grössen z in Bezug auf die Grössen x^) bei m < n 

^ ^ ÄVi _ dy« « ^ Z'^- ± ^ ^^ . . 5- + M ^ ^ 



f ^-2" ± — • ^^* • • -T ± ^* ^^ ^*' . .^ 



eine Summe , deren Glieder dadurch gebildet werden , dass man 
für tuv. , alle Combinationen von je m verschiedenen Nummern 
der Reihe 1 bis n setzt. Bei m as n ist 



Z± 






0(0?,, ..,a;„) d(i/,, . . , y J d(aj,, . . , o?«) 

Unter der Voraussetzung m^n verschwindet die Functionaldeter- 
minante identisch d. h. bei beliebigen Werthen der Variablen x . 
Alles dieses folgt nach §.6,1 aus der Voraussetzung 

dxj^ byi diCjfe by^ bx^ 

6. Dass eine gegebene Function fo{xij.. , x^) nach Einfüh- 
rung von neuen von einander unabhängigen , aber von x^,. .,x^ 
abhängigen Variablen f^, --y fn durch weniger als n derselben 
ausdrückbar ist, erkennt man daran, dass unter den Fluxionen 
der transformirten Function in Bezug auf /l , . . ,/*« eine oder meh- 
rere verschwinden. 

Wenn die Subdeterminanten (m-*-1)ten Grades, welche 
aus dem System der Fluxionen von foyfiy,ffn in Bezug auf 
^1 > • • > ^n 

/Ol • • fon 

In • • /in 

fmi • • fmn 

durch Auswahl von m -♦- 1 Colonnen gebildet werden können, 
alle identisch verschwinden , so ist die transformirte Function von 



*} Jacobi det. funct. §.11. 
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den Grössen f^^i y --j fn unabhängig und in Wahrheit von nicht 
mehr als m Variablen abhängig*) . 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist die Functionaldeter- 
minante der f^, , , in Bezug auf die 0?^ , . . 

^ = -2" ± /„ . . fnn = fii^ii + • • + fin-^in 

nicht null (1). Durch die Substitution 



findet man 



4 



df, « ^Udxj, - ± Zf^j^J^j^d^ 



Die Fluxion der transformirlen Function /© in Bezug auf fj^ wird 
demnach gefunden , indem man durch J die Summe 

dividirt d. i. die Determinante nten Grades, welche aus J abge- 
leitet wird , indem man /}^ durch ^ ersetzt. Wenn man nun in 
J der Reihe nach ff^^i i - -yfn durch /^ ersetzt , so verschwinden 
identisch die abgeleiteten Determinanten und die entsprechenden 
Fluxionen der /i , weil die aus m^i- ^ bestimmten Zeilen des Sy- 
stems zu bildenden Subdeterminanten (m-f-ljten Grades nach der 
Voraussetzung sämmtlich identisch verschwinden (§. 4, 4). 

7. Wenn die Functionen /i , . . , /*« die ersten Fluxionen einer 
gegebenen Function /*sind, d. h. 

d/- = Attoj + . . + /"„(to,, dfi = fi,dx, + . . + fi^dxn 

so ist die FunctionaJdeterminante die Determinante des Systems 
der zweiten Fluxionen 2±f^^. . f^^ (Hessens »Determinante der 
Functiona 184 4- Grelle J. 28 p. 83, »Hessiana Sylvester Cambr. 
and Dublin math. J. 6 p. 486). Die Determinante einer quadra- 
tischen Form f ist von der Functionaldeterminante ihrer halben 
ersten Fluxionen nicht verschieden. 

Wenn die Fluxionen /i , • . , /ii durch eine Gleichung verbun- 



*) Der JACOBi'sche Satz (det. funct. §. 7] ist auf diese Weise von 
Kromeckee gefesst worden. Brief!. Mittheilung 1869 März 11. Vergl. Grelle 
J. 72 p. 155. 
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den sind , so ist die Funciionaldeterminante derselben , die Deter- 
minante der Function /*, null bei allen a; (1 ) . Wenn insbesondere 
A > • • > /n durch eine homogene lineare Gleichung mit constanten 
€oefficienten 

verbunden sind , so geht die Function f durch die lineare Sub- 
stitution 

in eine Function der n — 1 Variablen ^i , . . , J/«-i über , weil 

8. Wenn die Function F[yi , . . , y„) nach Einfllhrung der 
Variablen iTi , . . , ir„ , von welchen t/i , . . , ^n ^'^ gegebener Weise 
abhängen, durch G(aJi,..,(rJ ausgedrtickt wird, so wird das 
zwischen bestimmten endlichen Grenzen genommene nfache In- 
tegral J =jF(yi , . . , yn) ^yi • • dyn durch 

^G{x,, .., xjy±^^-^^dx, '^dx„ 

ausgedrtickt. Dabei wird vorausgesetzt, dass jedem System von 
W^erthen der y ein System von Werlhen der x eindeutig ent- 
spricht; dass die entsprechenden Differentiale gleiche Zeichen 
erhalten ; dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf die x 
entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen in Bezug 
auf die y gezogen werden**) . 



/« 



*) Hesse Grelle J. 42 p. 122. Die Umkehiung, dass von einer be- 
liebigen Form f mit identisch verschwindender Determinante die Fluxio- 
nen fi,** , fn darch eine homogene lineare Gleichung mit constanten Coef- 
ficienten verbanden seien, hat Hesse a. a. 0. und 56 p. 263 zu beweisen' 
gesucht. Bei quadratischen Formen und bei beliebigen binären Formen 
ist diese Umkehrung zulässig. Bei cubischen Formen von 3 und von 4 
Variablen ist von Pasch der Nachweis der Umkehrung gegeben worden 
<874 Dec. Vergl. Grelle J. 80. 

**) Die Transformation eines zweifachen Integrals (integrale dupii- 
catum) ist zuerst von Etiler 175» Nov. Gomm. Petrop. U, I p. 72 (Galc. 
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B6wei«. Die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug auf y^ beginnt, und 

setzt, so hat man dy^ durch y^ dx^ zu ersetzen , weil y^ , . . , 
^11^1 unverändert bleiben , und findet 

Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug auf y^_i beginnt und 

setzt, so hat man dy^^^ durch .*^**~* cten— i ^^ ersetzen, weil 
yi j "jj/n-^ii^n unverändert bleiben , und findet 

Indem man so fortfährt , erhält man endlich 

Das Product der hinzutretenden Diiferentialcoefficienlen ist der 
Functionaldeterminante der Grössen y in Bezug auf die Grössen x 
gleich (3). 

9. Zu derselben Regel gelangt man unmittelbar durch Ver- 
folgung des Weges, den Lagrange (1. c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen bat*) . 

Wenn /l , /i , . • , /i» Functionen der Variablen Xi^ x<i<, - *, oo^ 
sind f und durch /^^ der Differentialcoefficient von /i in Bezug auf 
xjf. bezeichnet wird, so besteht das System von linearen Glei- 
chungen 



integr. IV p. 446) gezeigt worden. Bald darauf hat Lagbange M6m. de 
TAcad. de Berlin 4778 p. 425 die Transformation eines dreifachen Inte- 
grals ausgeführt. Der allgemeine Ausdruck des transformirten vielfachen 
Integrals rührt von Jacobi her (Grelle J. 43 p. 38, det. funct. §. 4 9). Den- 
selben Ausdruck hat später Catalan gefunden. M6m. cour. p. Tacad. de 
Bruxelles t. 44 (4 840). Vergl. Bull, de Tacad. de Belgique t. 48» 6. 
♦) Vergl. Catalan 1. c. Moigho Le^ons 11 p. 223. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 42, 9. 437 

dfx = fxxdx^ + •• -^fin^n 
. • 

Durch Auflösung desselben erhält man [\) 

wenn R^^2±fxx"fnn ^^^ J^^ die Adjuncte von f^^ in Ä,, be- 
deutet, so dass insbesondere ^nn ==^n-i '^t. Es sei nun [/eine 
gegebene ^unction von /i , • . , /*» und 



/" 



udf,df^..dr^ 

das zu berechnende vielfache Integral. 

Wenn man die Reihe der auszuführenden Integrationen mit 
der Integration in Bezug auf f^ eröffnet , so hat man die Summe 
der Differentiale Udf^ unter der Bedingung zu suchen , dass f^ , 
/i , • 'yfn-i unverändert bleiben. Unter dieser Bedingung ist in 
dem obigen System von linearen Gleichungen 

dfx = 0, d/; = 0, . ., d/;_, = 

folglich 

dass man df^ durch ^-^5- dx„ ersetzen kann. Folglich ist 



so 



fudf,.. df^ ^Ju-^df, .. d/;_,cto^ 



wenn die Grenzen von x^ nach den gegebenen Grenzen von f^ 
bestimmt werden. Indem man die Entwickelung des so trans- 
formirten Integrals mit der Integration in Bezug auf die Variable 

/"n-i beginnt, hat man die Summe der Differentiale U-^-^^ ^/ii— i 

zu suchen, während /i , /ij , . . , /i,-2 > ^n unverändert bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung hat man aber 

dA « 0, .., dr«-., = 0, £to„ = 
mithin folgendes System von n — 4 linearen Gleichungen 

<*/'«-i = /"n-i,!*»! + • • + /"n-i,«-!*»«-! 
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Hieraus ergiebt sich wie oben 

SO dass man d/i,-i durch -g^^^=^ ^^n-i ^"^^ ^n~^^ ^/n— i dirch 

D 

^ p ** ^n— 1 ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen 
Begrenzung 

Der gefundene Ausdruck ftlr das gesuchte vielfache Integral lässt 
sich durch analoge Betrachtungen transformiren , indem man zu* 
folge eines Systems von n — 2 linearen Gleichungen df^^^ durch 

■~=^ (te„_2 ersetzt, wodurch 



J Ä«-« 



df^ . . dfn^t^n-i^n 



wird , u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 
Jv-^ df, dx^ . . dx^ ^jvR^dx, dx^ . . dx„ 

indem man zuerst in Bezug auf /i integrirend vermöge der Be- 
dingungen 

dxy = , da?, « , . . , dXf^ = 

das Differential d/i durch -J^ dx^ d. i. R^ dx^ ersetzt. 

10. Wenn y eine gegebene Function von o? ist, so liegt der 
Puncl ocy auf einer bestimmten Planlinie. Wenn ftir alle Puncle 

xy die zweite Fluxion ^ null ist , so ist die Linie gerad oder 

eine Mehrheit von Geraden. Ausserdem aber ist für den Punct 
(üy Sinn und Grösse der Krümmung der Linie durch Zeichen und 
Werth der zweiten Fluxion bestimmt. Diesen Bemerkungen, 
welche bei Erfindung der Differentialrechnung gemacht worden 
waren, entsprechen folgende Sätze. Wenn z eine gegebene Func- 
tion von X und y ist , 
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dz s pdx -•- qdy 
dp Ä rdx + sdy, dq « sdx + fdy 

^/ b{p,q) ^\r s ^^j^ ( a^-^ 

^ ö(a?,3/) I « f VI - 

SO liegt der Punct xyz auf einer bestimmten Fläche. Wenn für 
alle Puncte xyz die Functionaldeterminante rt^s^ null ist, so ist 
die Fläche developpabel , in planum explicabilis*). Ausserdem 
ist der Punct xyz ein elliptischer , parabolischer , hyperbolischer 
Punct der Fläche d. h. die Fläche ist daselbst concav-concav (con- 
vex-convex) , plan-concav (plan - convex) , concav-convex, je 
nachdem r^ — s^ positiv, null, negativ, so dass der Gleichung 
r^— 52= die parabolischen Puncte der Demarcationslinie entspre- 
chen , welche die elliptischen und die hyperbolischen Puncte der 
Fläche trennt**]. Die Krümmung der gegebenen Fläche in 
dem Punct ocyz derselben (im Gegensatz zu curvatura integra) ^/^ 
wird durch dieselbe Functionaldeterminante berechnet oder bei 
verschiedenen Methoden , die Flächenpuncte zu bestimmen , durch 
Aequivalente derselben ***) . 

Der gegebenen Fläche wird von Gauss eine Kugel beigeord- 
net, deren Centrum im Anfang der orthogonalen Coordinaten liegt 
und deren Radius eine Längeneinheit ist , so dass dem Flächen- 
punct xyz derjenige Kugelpunct XYZ entspricht, dessen Radius 
mit der Normale des Flächenpunctes einerlei Richtung hat. Einem 
Flächendifferential in der Nähe des Puncles xyz entspricht dem- 
nach ein paralleles Kugeldifferential in der Nähe des Punctes XYZ. 
Das Verhältniss dieses Kugeldifferentials zu jenem Flächendifferen- 
tial ist das Mass der Krümmung der Fläche in dem Punct xyz» 
Dasselbe Verhältniss haben die Projectionen der beiden parallelen 
Flächendifferentiale auf die Ebene xy» Die Fläche des Dreiecks 
der Puncte 

{x, y, z) , [x •¥ dXjy -i- dy, z -i- dz), (a? + tfa? , ^ + tfy , ä + «f«) 

*) Monge 1775 Mäm. pr6s. t. 9 p. 382. Euler hatte 4 771 Nov. Comm. 
Petrop. t. 16 p. 3 besondre Gleichungen developpabler Flächen gegeben. 

**) Meusnier 4776 Mona. pr6s. t. 10 p. 476. Vergl. Düpin D^veloppe- 
ments de gäom^trie 1813 p. 48. Möbiüs baryc. Caic. §. 107. 

***) Gauss Disq, generales circa superf. curvas 1827 [Comm. reo. Gott. 
VI). Die hier gegebene Form der Rechnung ist in dem Aufsatz des Verf. 
Leipz. Berichte 1866 p. 1 enthalten. 
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hat (vergl. unten §. 15) die Projeclion \{dxdy'-dxdy) , wäh- 
rend die Fläche des entsprechenden Dreiecks die Projection 
^{dXdY—öXdTj hat. Daher ist die Krümmung der Fläche in 
dem Punct xyz 

dx^y ^ iSx dy 

Nun sind X, 7 wie z bestimmte Functionen von a?,y, d. h. 

bX^ dX ^ 
dX^^dx^^dy 



u. s. w. , folglich (§. 6; 1) 







bX bX 


dX (TX 




bx by 


dY dY 




bYbY 
bx by . 



dx ^x 
dy 6y 



dX bY_bX bY 
" bx by by bx 

die Functionaldeterminante von X, Fin Bezug auf a; , y . 

11. Wenn z eine gegebene Function von o?, y ist und ihre 
Fluxionen in Bezug auf cc, y durch Pj q , r , s, t bezeichnet wer- 
den , so hat man 

dz = pdx + qdyy dp = rdx + sdy y dq = sdx + tdy 



X: Y: Z: i =s p : q : - i : Y p^ -^ q^ -^ i 



Nun ist (5) 



bx bx 

bx by 

bY bY 

bx by 

und in Folge der Werthe 



dx dx 
bp bq 
bY bY 
bp bq 



bp bp 

bx by 

bq bq 

bx by 



X = 



findet man (2j 



Y ^ f> Ä^ =l)« + 5*+ 4 



dx dx 




dp bq 


4 


bY bY 


- ä5 


bp bq 





R 



bR bR 



^p" bq 
p i 
q 1 
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also 



Uf 



^ = 7;? 



rt-'S' 



(p« + ö« + \r 



12. Wenn /"eine gegebene Function von 00, y, z ist und ihre 
Fluxionen durch /i , /i , /s , fn , . . bezeichnet werden , so hat 
man auf der Fläche /*= 

r.'(p' + 9' + 1) = r.* + A' + /.• 



öp dp 




5^ dy 


4 


^q bq 


"■ U' 


bx SiT 





fl Äxv. 



r. 



f. 



dA »A 

da; ^ 

dA dA 

<>A öA 

55^ dy 



—1 
A* 



00 /•, 

A Ai + AiP Ai + A.9 A. 

A Ai + f«P A. + A.9 A. 

A A. + A.1» A. +.A,? A. 



-1 
A* 






A 


A 


A 


A 


A. 


A, 


A. 


A 


A. 


A. 


A. 


A 


A. 


A. 


A. 



also 



— 4 



(A* + /;* + /;'; 






A 


A 


A 


A 


A, 


A, 


A. 


A 


A, 


A, 


A. 


A 


A. 


A. 


A. 



Anmerkung. Wenn f eine homogene Function der Va- 
riablen Xy y, z, w von m Dimensionen ist, so hat man auf der 
Fläche /*= , m; = 4 

(m-4)A = xf^, + j/A, + äA, + A* 
u. s. w. , folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen 
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M! /I2 Ml M 

M2 in ht 12 

M3 fit /»3 ft 

fx U f, 



1 



m-4 



/l. A, A. /". 

AlJ /2« /«3 /« 

M8 12% r%% ft 

fl* 12* liA U 



-i2±f,,..U, 



/i 



1 > 



Diese Determinante stimmt als Functionaldeterminante der 
. , /4 mit der HESSE^schen Determinante von f überein (7) . 



13. Wenn die Coordinaten x, y, z von den Argumenten 
u , V abhängen , so bat man 

dx » a?idw + x^dv, dy = y^du -^ ^/adv» dz = jsf,dt* + «gdt; 
=s i^do; 4- Bdy 4- Cdjs = 



dx 


X, 


^2 


dy 


Vi 


y» 


dz 


«I 


^2 



folglich 



P 



A_ 
C ' 






B 



C«(p2 + 9« + 4) s ^* + B« + C^ 



Nun ist (5 und 2) 



dp dp 

5^ Sir 


bx bx 




5w öv 


5^ 02/ 


03/ by_ 
5t* dv 




dg dg 
dt* 5r" 



^. 


^. 


B, 


B, 


c. 


c. 



.4 .4^ ^ 


x^ x^ 




B B, B, 


i/i y2 


= 


C C, C, 


4 afj 5?3 








C ^a?i + By^ + Cj5i i4ajj, + By^ + Cjsp, 
Ci Ji a?, + jBi i/i + C,jJi i4i x^ + B, i/a + Cj j». 



Aus den Identitäten 



iiaji + Byi + CjaTi = 0, Ax^ + jB^/j + Ca, ä 
^lO?, + Bii/i + C,«i + AXi^ + Bt/ji + CjJii « 

u. s. w. folgt aber 

B B^ B, 

C Cj Cg 

Demnach ist k {A^ -hB^-hC^^ C* (r^ — s^) 



A^Xi 
A^x^ 



A^x^ + 

A^ *^2 ' 



AXii 
Ax.^ 



AXy^ 
AXnt 
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U3 



^11 


X, 


a?. 


Vix 


Vi 


y. 


«11 


«1 


«2 



2/2a !/i l/a 



a?i2 


^1 


OJ, 


3/i. 


Vi 


l/s 


«la 


«i 


«« 



a;„a?„ 


+ . 


Xi X^f, 


+ 


. x^x^^ 


+ 


^11 ^i 


+ . 


. x,x. 


+ . 


. x^x. 


+ 


aJ„ic, 


+ . 


. x,x^ 


+ 


. x^x^ 


+ 


aJi,a;,g 


+ . 


. x,x^^ 


+ 


. a;,a;i. 


+ 


OJi^O?! 


+ . 


• ^1^1 


+ 


. . x^x^ 


+ 


x,^x^ 


+ . 


. aj^aj. 


+ 


• ' ^«^. 


+ 



14. Für das Quadrat eines in dem Punct xyz anfangenden 
LiniendiflTerentials der Fläche hat man 

= (p* + i) dx* + tpqdxdy + {q^ + 4) dy^ 
= Edtt' + 2 Fdudv + Gdü* 



wobei 



E 



^i' + l/i* + «i'> ^ = ^1^« + ViVi + «i«a» ^ = ^-2* + y»' + V 



Die Krümmung A ist von Gauss auch durch die Grössen E, F, G 
und deren erste und zweite Fluxionen ausgedrückt worden. 

Zunächst ist die Determinante der quadratischen Form 
Edu^H — aus der Determinante der Form (p^-j. <) dx^-i — ab- 
leitbar (§. 6, 4), folglich 

EG-F" =^ (p* + 9* + 4) C* = .4'' + B« + C* 
Ferner ergiebt die Differentiation nach u und v 



iE, = x^Xn + . . 
^E, = a;,a;j, + . . 

i £„ SB X^2^12 + • . + i3?i Xi„ + . . 
F, Ä x^Xi^ + . . + a;,a:j2 + . . 

Fi2 = ^11^22 + . . + ^2^112 + 



^Gj = x^x^^ + . . 
iG„ = a?„ir„ + . . + a;,a?„, . 

Fj Ä aj^a?,, + . . + a?,a;„ + 
• + ^12^12 + . . + x,x,^^ + . 



^12 - i^22 - i^ll = ^11^22 + 



— a?,«a?,- — 



Durch Benutzung dieser Werthe erhält man aus dem obenstehen- 
den Ausdruck (13) den folgenden für k{EG^F^)^: 

^12 — 4 ^22 -" i ^11 ^^2 — i ^I i ^2 

iE^ E F 

F, - i F, F G 






iE, 


iG. 


iE, 


E 


F 


iG, 


F 


G 
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Anmerkung. Liovvillb (Journ. 16 p. 431] bat £G— i^ssD^ 
gesetzt und gefunden 

15. Wenn /i , /i , . . , /n ^oi* einander unabhängige Functio- 
nen von a?i , a?2 , • . , o?!! sind , so sind auch x^, x^j "j ^n ^^^ 
einander unabhängige Functionen von /i , /i, »* , fn- ^^^ Deter- 
minante des Systems fx^ fiy * -i fn und die Determinante des Sy- 
stems a?i , a?2 , * ' , oc^ sind reciprok , d. h. ihr Product ist = 1 *) . 

Beweit. Um f^ in Bezug auf f^ zu differentiiren , müsste man 

a?! , a^j , . . , a?^ durch /i , /i , • . , /n ausdrücken und 

bilden. Diese Summe beträgt aber oder 4 , je nachdem k von 
i verschieden ist oder nicht, weil f\^ fi^ "tfn ^^u einander un- 
abhängig sind. 

Bezeichnet man ^ {durch o,j^, jr~ durch b^^ und die er- 
wähnte Summe durch c^j^, bezeichnet man die Determinanten 



K 

&M1 






durch R, S, T, so ist 

folglich (§. 6, \) T = RS. Nun ist c^j^ entweder oder 1, je 
nachdem k von e verschieden ist oder nicht; folglich Ts 4 

(§.3, 3), d.h. 



0X| * ' Ox^ 



bxi da?i 

bx„ bx^ 






*) Jacobi det. funct. §. 8. Dasselbe Theorem hatte Möbivs Grelle J. 4 2 
p. 416 gefunden. 
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16. Wenn R und S die vorige Bedeutung haben und die Ad- 



i>fi 



bx^ 



juncten von j^ und von t— in den beiden Systemen durch or,-^ 
und /?^j^ bezeichnet v^erden , seist*) 





= «« 




bxj^ 


= ßii 








dA„+. 

äi^m + i 


dA.*.. 


ÖA 


bx^ 




öA. 

da;«*, ■ 


dx„ 


Sa?, 








dA. 




• Öa!„ 




Sa»... • 


bx^ 

ÖA. 



Beweis. Nach den angenommenen Bezeichnungen (15) ist 



^ki^ik + <»A»^8A + . . + ait«2>«jt = ^ 



Wenn man diese Identitäten der Reihe nach mit 



multiplicirt und dann addirt, so erhält man (§. 3, 2) 

R^ik = «*• 
Ferner ist (§. 7, 2) 



= Ä" 



^*m + i,/» + i 



"m + i,« 



*^n,m + 1 



Durch Substitution der eben gefundenen Werthe von «ii , . . , «„ 
erhält man auf der linken Seite (§. 3 , 4) 



jum 



. 6n 



*) Jacobi det. funct. §. 8 und 9. 
Baltzer, Determ. 4. Aufl. 



ie 
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und damit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen Be- 
hauptungen folgen aus den bewiesenen, indem man gleichzeitig 
f mit X , R mit S vertauscht. 

17. Wenn t eine Grösse bedeutet , von welcher /i , /i , . . , /*#, 
auf gegebene Weise abhängen , so kann man die Fluxionen 

IT ' ht ' ' '' ht 

welche zunächst Functionen von a?i , a?2 > • • > ^w sind , von den 
Variablen fi, fn, -- , fn abhängig machen , um sie in Bezug auf 
diese Variablen zu differentiiren. Die Functionaldeterminante R 
(15 und 16) , welche zunächst eine Function von x^^ X2. . • , ^n 
ist ; kann ebenfalls durch fi, /J^ , . . , /i» ausgedrückt und dann 
nach t diflferentiirt werden. Wenn andererseits u eine Variable 
bedeutet, von welcher x^, X2, • • , a:„ auf gegebene Weise abhän- 
gen u. s. w. , so ist nach den angenommenen Bezeichnungen*) 

bf, bt "^ ö/; "ST ■*■ • d^, bt bt 

und analog 

b bxi _ö_ da;, _b_ d^ _ blogS 

da?! ^u bx^ bu ' ' bx^ bu "" bu 

bx\ ^uj bx.\ ^5uJ bx„\ ~Eti ) 

Insbesondere ist"**) 

-bK^-W^'^'K:^' 

da?i da?2 * * dir„ 

Beweis. Nach §. 3, 15 hat man 



*) Jacobi det. funct. §. 9. Vergl. Jacobi Grelle J. 27 p. 209. 
**) Jacobi Grelle J. 27 p. 203. 
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worin nach (H) 










«« = « 


bxjg 
bfi 


da« _ b^fi 
bt bt bxi 


Nun ist aber 








b'fi bx, 

btbx, bfi 


* htbx. 


bx. 


. i>'fi bx„ b bfi 

■ btbx„ bfi ~ bfi bt 


folglich 








bR 
dt ' 


i bfi 


bt 


dlogÄ ^ b bfi 
bt 7 bfi bt 


Ferner ist R8 = 


1 (15), 


also log 


Ä + IogS = 0, und 




s 


dlogS 
• dt 





U7 



Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grössen /J , 
/i) • • > /n ^s^> welche die Variable t enthalten, so hat man 
bS^ ^ bS^ bf, bS bf^ bS bf^ 

bt dA "^ "*■ "5^" d< ■"■••■*■ "Sä; "^ 

Nimmt man hinzu , dass 

bS bfi b bfi b ( bfi\ 

bfi '^^''Wi'br^-briVir) 

ist, so erhält man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die 
analogen Identitäten ei^eben sich durch gleichzeitige Yertauschung 
von t mit u , f mit x , R mit S, 

Wenn insbesondere ^=0?^, so ist (16) 

S^ = /»*, u. s. w. 

18. Wenn X, Xj , . . , J„ gegebene Functionen von cc, Xj . . , 
x^ bedeuten , f eine unbestimmte Function derselben Variablen 
und 

ist ; wenn ferner n von einander unabhängige Lösungen der linea- 
ren partialen Differentialgleichung xp{f) ssO durch /i , /«j , . . , /ii 
bezeichnet werden, so dass tp(fi) , ^pif^j , . . , "^{fn) identisch ver- 
schwinden : so lässt sich ein Muitiplicator M angeben ^ durch wel- 

10* 
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eben xp{f) zur Determinante der Functionen f,fi, . . , /ii wird. 
Es ist nämlich 



R = 



bx bx^ 






dx dos, 


ÖA 


da; * da?! 


da? öaJi 


•'da.. 





da?- 



folglich Mxp(f) = Ä, wenn if = i4^ : X, . In der That verschwin- 
den R und ipif) , wenn für f eine der Functionen fi^f^, - » gesetzt 
wird. Zufolge der in (17) bewiesenen Eigenschaft der Adjuncten 
A^ Aiy ,, , A^ isi der Multiplicator M eine Lösung der linearen 
partialen Differentialgleichung *) 

d(^X) ^ bjfiX,) ^ ^ 
bx bxi 

Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der 
Grössen x, x^, --j x^ wird nach Jagobi (I. c.) der Multipli- 
cator der partialen Differentialgleichung tp{f)=0^ oder der 
partialen Differentialgleichung 



<^(f^^) 



^ 



bx 



bx 



^ = x-x^xzr---^>:r 



^5^ 



bxn 



oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen 

dx : dx^ : dx^ : . . : dXf^ ^=s X : X^ : X^ : , . : X^ 

genannt, weil die Auflösungen jener partialen Differentialglei- 
chungen und dieses Systems gemeiner Differentialgleichungen im 
engsten Zusammenhange stehen. Ist nSimlich n: eine Lösung der 
Gleichung iff(f) scO und x dadurch von x^, X2, . . , x^ abhängig 
gemacht, dass man tt einer willkürlichen Constante gleichgesetzt 
hat , so hat man 



da; da?, 

bn bn bx 
bxi bx bx^ 



bx^ 



*) Jacobi Grelle J. 27 p. 210. Vergl. 
mik. Malmsten Liouv. J. 4862 p. 257. 



dessen Vorlesungen über Dyna- 
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ö/r OTT Ott bx bx 

^x ' 5^ * 5^ * * * 5^ * S5^ 

da; bx 

*" * öic, * * " da?,» 

Sind andrerseits /l , /i , . . ; /ii von einander unabhängige Lösun- 
gen der Gleichung tp{f) = und willkürlichen Gonstanten gleich- 
gesetzt , so hat man 



i'^^'-^- 




^d; + -f» öo., +. 
bx dx. * 





und durch Auflösung dieses linearen Systems 

dx : dx^ : dx^ : . . = A : A^ : A^ : . . 

§. 13. Die homogenen Functionen , insbesondere die 
quadi-atischen Formen, 

1. Wenn u eine homogene Function der Variablen cci , a?2 , . . , 
Xf^ von m Dimensionen ist , wenn man j- durch u^ bezeichnet, so 
ist nach Euler's Theorem *) identisch * 

mu = u^x^ + . . + U^Xn 
Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen % , 
1*2 , . - j von m — 1 Dimensionen anwendet und < ^ durch u^j^ 
bezeichnet, erhält man das System von Identitäten 

(w — 1) Wj = w„ a?, + . . + W„, Xn 



(w-1)i*„ = w,„a?j + . . + w„naj^ 

2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist^ 
m{m—i)u Ä ^x^Xf^Ui/^ (i,Ä » 4 , J , . . , n) 



*) Mechanica 1736 tom. II, §. 106. 497, Calc. diflf. §. 225, 
**) Lacroix Calc. diff. §. 292. 
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Wenn man nämlich die obigen Identitäten der Reihe nach mit Xi, 
a?2 ) • • ) ^n multiplicirt und addirt , so findet man auf der rechten 
Seite die angegebene Summe , weil u^j^ = uj^^ , und auf der linken 
Seite m(m— 4)m nach (1). 

Alle diese Ausdrücke der homogenen Function durch ihre 
ersten , zweiten , . . Fluxionen ergeben sich , wenn man die Iden- 
tität 

/"(x, + oi^i , x^ + w Jj, , . . , ir„ + (oxn) = (1 + (o)^f(Xi , x^, . ., Xf^) 
nach steigenden Potenzen von w entwickelt. 

3. In Folge der in (4) gegebenen Identitäten ist (§. 8) 



w- 4 






s 



nach Weglassung des Factor m — Hn der ersten Colonne (§. 3, 4) . 
Diese identisch verschwindende Determinante (rn-4)ten Grades 
kann nach §.5,5 entwickelt werden. Bezeichnet man die 
HsssE^sche Determinante von u (§. 12, 7) durch v = -2±t^i.. u^ 
und die Adjuncte von w,-^ in v durch a^j^, so ist a,fe= aj^,-, weil 
w^jj. = wjj.^. (§. 3, 5) , und man erhält*) 



m— 1 






^2 

W.2 






4. Aus dem System (1) 



mu 



+ w. a;, + . . + u„ a;„ 



— (W — 1) T W, 

— (m— 4) ttj + Wjj a?! + . . + tt„i a;„ = 

- (w « 4) t*„ + u,„x, + . . + tt„„a?« = 
folgt nach §. 8 , S die Proportion 



— (m - 4) : a;, : ajj : . . « ft : A* : /*,t 



*) Hesse Grelle J. 38 p. 242. 
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wenn die Adjunclen der Elemente — -^^ , u^ , u^j^ in der ver- 
schwindenden Determinante (n-f-l)ten Grades 



R = 



^ IT **! 

m — 1 






der Reihe nach durch v, /?,-, /?,ft bezeichnet werden. Nun ist 

ßik = ßki (§♦ 3,5), ft2 = ^ß., (§. 3^8), folglich 



w-4 






^♦^A _ ßiißik _ 



Pik 

V 



Wenn daher in dem System mit identisch verschwindender 
DetermiAante R irgend eineSubdeterminante nten Grades, nament- 
lich die Determinanten, identisch verschwindet, so verschwin- 
den auch die übrigen Subdeterminanten desselben Grades. 

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen Dienst 
in der Theorie der Krümmung von Linien und Flächen. Wenn /* 
eine Function der orthogonalen Coordinaten x^ y eines Punctes 
ist, also /*= die Gleichung der Linie ist, auf welcher der Punct 
xy liegt; wenn ferner 



öA 



^f 



ü *"'">' hy " ^"^ 



öY 



= fnr 



bxby *" hybx 



dY 



" '>« "■ '«i ' A«i« "^ '2 



dy^ 



gesetzt wird , so ist bekanntlich 



die Gleichung für die Normale der Linie /*= durch den Punct 
xy derselben, wobei ^, tj die Coordinaten irgend eines Punctes 
der Normale bedeuten. Setzt man 

^(^-fl =* A, ^y-v) = A 



*) Hiermit stimmen die von Hesse (Grelle J. 28 p. 4 03 und 38 p. 242) 
gegeben ea Relationen überein. 
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und diflferentiirt diese Gleichungen , so erhält man 

f.dx-^ f^dy = 
{x — ^'jdl 4- Xdx = df^y (t/-ij)dX 4- kdy = df^ 

oder 



A 



dl 



= df.^ldx, f,^ ^dU-^ldy 



für die Normale der Linie /"= durch den Punct (x + cte , y + dy) , 
welche mit der ersten Normale den Punct ^t] gemein hat, d. i. 
das Centrum der Krümmung, welche die Linie /^=0 im Puncto 
xy hat. Aus dem System 

= fydx-^ fidy 






(Ai-^) ^ 



fiidy 



hx dx + (/•„ - l) dy 



folgt (§. 8) 



A A 

A Ai-^ A, 
A A, Aa-^ 

zur Bestimmung von l. Wenn man diese Gleichung nach §. 5, 5 
entwickelt, so erhält l den Goefficienten fi^-^ft^ und das von X 
unabhängige Glied ist 

^ = A Ai A, 
A A. A, 



Daher ist 



X = 



~ L 

A'+A' 



Endlich hat man zur Berechnung des Radius der Krümmung , der 
durch q bezeichnet wird. 



und zur Berechnung der Krümmung 

^ (A'+A*)* 



A' + A' 
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Die Determinante L ist leichter zu behandeln ^ wenn die 
Function, auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht man 
unter u die homogene Function der Variablen o^ , cd2 , o:^ , welche 
mit f identisch wird , wenn 0^3 = 4 , so hat man (4) 

u, u, 






(m-4)« 



worin t; = 2 ± t^i t^2 ^3 ^^'^ VL^ch der Differentiation o^ = 4 
zu setzen ist. 

Der Punct der Linie /"= (oder w = 0) , in welchem die 
Krümmung verschwindet, ist ein Wendepunct der Linie (im wei- 
tern Sinn) . Dazu genügt die Gleichung 1 = (oder v = 0), wenn 
fi^-^f^ nicht« null, der Punct kein singulärer (ein einfacher) ist. 
Also gehören die Wendepuncte zu den gemeinschaftlichen Puncten 
der Linien /"= (oder u = OJ und 1=0 (oder i; = 0) . Nun sind 
f und u nach Voraussetzung mten Grades, v aber 3(m— 2)ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien 3m(m^2) gemein- 
schaftliche Puncto, die im Allgemeinen Wendepuncte der Linie 
/*= sind, d. h. eine Linie mterOrdnung ohne singu- 
lare Puncto hat 3m(m — 2) Wendepuncte*). 

6. Wenn /"eine Function der orthogonalen Goordinaten a?, y, 
z eines Punctes, also /"= die Gleichung der Fläche ist, auf wel- 
cher der Punct xyz liegt, so sind nach den vorigen Bezeich- 
nungen 

a?-l : y-i? : z-C - fx ' f% - h 

die Gleichungen für die Normale der Fläche /*«= durch den Punct . 
xyz^ wofür 

gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche /*= durch die 
Puncto (o;, y, z] und (x + cte, y-hdy, z+dz) schneiden sich 
im Allgemeinen nicht , sondern nur dann , wenn der zuletzt ge- 
nannte Punct auf einer durch xyz gehenden Krümmungslinie -^ 



*) Dieser Satz ist 4834 von Plücker (Grelle J. 12 p. 405, System 4835 
p. 264) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis rührt von Hesse 
(1. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei Jacobi (Grelle J. 40 p. 254). 
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liegt*). Ihr DurchschniU §f]t ist das KrtimmuDgscentrum eines 
Hauptscbnitts der Fläebe für den Punct xyz. Durch Differentia- 
tion der obigen Gleichungen findet man für diesen Fall 

{x — $)dl + Xdx = d/i , u. s. w. 
oder 

dl 





^.^ = dA- 


-Ux 




f^■^ = df,-ldy 




f,-^ = df,-Uz 


Folglich (§. 8) ist 






h df, dx 






h df, dy 


= 




n df, dz 





die Differentialgleichung, welche in Verbindung mit der Differen-* 
tialgleichung der gegebenen Flüche 

/;da? + f^dy -^ f^dz = 

die durch den Punct xyz gehenden Krümmungslinien bestimmt. 
Aus dem System der Gleichungen 

= f^dx -¥ Udy •¥ hdz 



A-^ = <Ju-i-)dx -^n^dy 


+ U,dz 


A-^» h^dx+ [f„-i.)dv +f„dz 


/■. -^ = A,*» + r« dy + {f„ - l) dz 


folgt zur Bestimmung von X 




h U h 






n A.-^ A. A, 

12 t\2 122 — ^ /28 


«= 




f» h% /ia fzi ■" ^ 





*) Bei genauer InfiDitesimalbetrachtung findet man (Scheibner briefl. 
Mittbeilung) , dass in diesem Falle der Abstand der Normalen ein Unend- 
lichkleines 3ter Ordnung ist, während der Abstand der Fusspuncte zu den 
Unendlicbkleinen Uer Ordnung gehört. Vergl. Bouquet Liouv. J. 14 p. 425. 
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Diese Gleichung ist zweiten Grades , und zwar bat ^2 den Coef- 
ficienten — A^ — /i*— ^*, während das von l unabbSngige Glied 

« r. A A 

A A. A, A. 

/a /la '22 /2s 

13 fli #23 '33 

ist. Bezeichnet man die Wurzeln derselben Gleichung durch if, 
if\ so bat man 



VI" = 



A* + A'^ + /,* 



Wenn man endlich den Abstand des Punctes |i;^ von xyz durch 
q bezeichnet^ so ist 



Demnach hat auch ^ zwei Werlhe ^', ^", so dass 

Die reciproken Werlhe von q' und p" sind aber die Krümmungen 
der durch xyii gehenden KrUmmungslinien und der von ihnen 
berührten Hauptschnitte der Fläche, also ist das Product der 
Hauptkrümmungen der Fläche /*= in dem Puncto xyz 



-L 



(verg!. §. 12, 14) 



Versteht man unter u die homogene Function der Variablen 
x^ j Xi , Xj , 0^4 , welche bei x^=i \ mit f zusammenfällt , so hat 

man (4j 

wj Wj 



L = 



«*« «*.5 



(m-1)» 



Die Puncte der Fläche /"ssO oder t/ = 0, für welche 1 oder 
V verschwindet, sind parabolische Puncte der Fläche (§. 12, 10), 
und liegen auf der Demarcationslinie (/"= , 1 = 0) oder (w = , 
t; = 0) , welche die elliptischen Puncte der Fläche von den hyper- 
bolischen trennt. Nun sind f und u nach Voraussetzung mten 
Grades, v aber 4(m— 2) ten Grades, also ist die Demarca- 
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tionslinie einer Fläche mter Ordnung eine Linie 
mx 4(m— 2)ter Ordnung*) . 

7. Aus den in (4) gegebenen Identitäten hat Jacobi**) , ver- 
anlasst durch einen von Hesse mitgetheilten Satz ^ folgendes die 
mehr erwähnte Determinante 

betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist 
wie §. 8 

(l) vXi = (w-4)(ai<«i + . . + a^iUn) 

wenn a,-^ = a^,- wie oben (3) die Adjuncte von w,fc = w^,- in v be- 
deutet. Indem man diese Identität in Bezug auf x^ oder xj^ diffe- 
rentiirt und zur Abkürzung 

setzt, erhält man 

(II) v,x, = (m-.^)(^ ^ + . . + ^ ^„) + («,.2) . 

weil (§. 3, 2) 

* «it«*iifc 4- . . + «„<u„;fc = 

Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, 

wobei 

b*v ^ 
bx/^bxi " *^*' 

gesetzt ist, erhält man 

m ..,., = (m-M(gg^ «. + .. + ^^ «„) 

*) Hesse 1. c. 
**) Grelle J. 40 p. 348. 
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indem man die Differentiation der Identitäten 

«U^l + . . + a^U„i « 

in Bezug auf Xj^ zu Hülfe nimmt. 

8. Bei einem System von Werthen der Variablen a?i , £C2 » • • > 
Xf^y welches den nicht unbedingt zulässigen Gleichungen 

«j = 0, «, « 0, . ., tt„ = 

genügt, verschwinden zugleich die Functionen u und v {i)^ sowie 
Vi, V2j ' ", v^ (*1 j II). Daraus erkennt man , dass ein Doppel- 
punct der Linie u =s auf der Linie t; = liegt und ein Doppel- 
punct (bei vereinten Tangenten ein Sfacher Punct) derselben ist; 
dass also nicht alle gemeinschaftlichen Puncto der Linien w==0, 
v=sO Wendepuncte der Linie w = sein müssen. 
Aus den Gleichungen 

= «„ o;, 4- . . 4- w«, x„ 
= U^^x, 4- . . 4- u^x^ 

folgt aber (§. 8, 2 und §. 3, 8) , wenn a^j^ die angegebene Bedeu- 
tung hat, 

a^i : OJg : rr, : . . = a^i : «a» ^ «$» • • • 
x^ — £«1 «. «. _L 

Nx^X]^ Ä «^ 
Durch diese Substitutionen erhält man in (7 , III) 

Vi,x, = - (m-4) Nx,(x,^^ + . . + ^^ 1^) 
d. i. nach (4) 

folglich*) 

weshalb auch die Determinante 2 ± v^^ . . v^„ verschwindet. 

Die Geraden , welche die Linie w = in ihrem Doppelpunct 
berühren , werden durch die Proportion der nicht verschwinden- 



*) Hesse Grelle J. 40 p. 346. Vergl. Jacobi 1. c. 
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den Differentialquotienten bestimmt. Man erkennt also , dass die 
Geraden , welche die Linie i^ ss in einem Doppelpunct berühren, 
zugleich die Linie t^asO daselbst berühren. Ein Doppelpunct 
der Linie w = enthält demnach 2x2-4-2 (bei vereinten Tan- 
genten 2x3 + 2) gemeinschaftliche Puncte der Linien « = , 
t; SS , welche nicht Wendepuncte der Linie u = sind. Plücker 
System 4835 p. 266. 

9. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, wenn 
sie ganz ist und ganze Goefficienten hat, eine Form mten 
Grades (linear, quadratisch, cubisch u. s. w.) von n 
unbestimmten Variablen (binär, ternär u. s. w.) ge- 
nannt*) . Eine quadratische Form (häufig »Form« schlechthin) kann 
durch 



^^ik^i^k 



eine cubische Form durch 



dargestellt werden, wobei i, k, l alle Werthe von 4 bis n erhal- 
ten und die Grössen a^j^, an^i durch Umstellung ihrer Nummern 
keine Veränderung erleiden. Unter der Determinante einer 
quadratischen Form versteht man die Determinante des Sy- 
stems ihrer Goefficienten. Ist ^ ± Oi^ . . a^^ = A , so heisst R 

die Determinante der Form u =^ i: a^T^x^Xj. (bei Gauss — ä). 

t'A; 

Wenn a^^ die Adjuncte von a^^ in dem System der Goefficien- 
ten bedeutet, so heisst die quadratische Form 

(bei Gauss — i7) der Form u adjungirt***). Nach §. 7, 4 hat 
man 

li. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n — 4)te 
Potenz der Determinante der Form. 



*) Gauss Disqais. arithm. art. 453 und 266. 
♦) Vergl. Hesse Grelle J. 28 p. 74. 
*) Forma adjunct«. Gauss I. c. 267. 
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Die adjungirte Form U und die Form u können 
minanten dargestellt werden. Nach §.5,5 hat man 



159 
Deter- 



- 17 = 




Vn 






Nach derselben Entwickelungsregel ist 



= - ^XiXffAij^ 



wenn A^^ die Adjuncte von a^^ in dem System der Coefficienten a 
bedeutet. Nun ist ^,-^ = Ä*'"2flt.^ (§. 7^ 2) ^ folglich*). 



-K«-*t* = 



X, 



10. Die Form u ^z^a^^x^Xj^ wird durch Wj a?i +•••+• «„o;^ 
ausgedrückt, so dass 

den halben Differentialquotienlen von u in Bezug auf x^ bedeu- 
tet (1). Wenn die Determinante der Form verschwin- 
det, so sind 1^ , . . , w^ bei beliebigen x durch eine homogene 
lineare Gleichung 

WjCi + • • + u^Cn = 

verbunden , deren Coefiidenten sich verhalten wie die Adjuncten 
einer Colonne (Zeile) des Systems a. Unter der Voraussetzung; 
dass Cg nicht null ist , geht die Form durch die Vertauschung von 
x^ mit 



Xi -- Ci 



(•«<,2,..,n) 



ttber in eine Form von n— 1 Unbestimmten (§. 8, 2. §. 12^ 7). 
In der That ist a,i q + • • + a,„ c„ == , daher 



*) BniosCHt Det. (58). 
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Dabei ist die adjungirte Form Sa^^y^y^ ein Quadrat (§.5,7). 
Die quadratischen Formen von n Variablen mit verschwindender 
Determinante werden als singulare ausgeschieden von den 
ordinären mit nicht verschwindender Determinante, welche 
als Formen von weniger Variablen sich nicht darstellen lassen. 

Beispiel, w = (r^ + y2 ^ 9^2 4. g^^ _ ^xz — Sacy + ixt — kzt 

In dem System 

4-4-3 4 
-4430 . I 

-3 3 9-2 j 

4 0—20 I 

hat die erste Zeile die Adjuncten —4, 2, —2, 0. Die Determi- 
nante von u ist null , also kann q = 2 , C2 == — 4 , Cjj = 4 , C4 = 
gesetzt werden, und man findet nach den angezeigten Vertau- 
schungen 

« = (1/ 4- irr)« 4- 9(Ä-ia?)« + 6(y + ia;)(Ä - irr) - K(z-^x)t 

^ = (a? 4- 2|/)* + 9(af + y)* + 6(ir4-2i/)(Ä4-|/) +2(a:4-2|/)i— 4(5f 4-y)< 

* = (o? - %zY + (y + Ä)« - 2(a?-2Ä)(3/ + ;f) + 2(05-2«)« 

durch 3 Unbestimmte ausgedrückt. 

11. Eine ordinäre quadratiscne Form von n Variablen lässt | 

sich durch n Quadrate linearer Formen ihrer Variablen darstel- 
len*). 

Wenn a,-^ nicht null ist , so ist 

u = a^x^ + 2a;,p + w' 

wobei die lineare Form p und die quadratische Form u' die Va- 
riable Xi nicht enthalten ; folglich 

a^u = (aaXi + p)* + a«w' - p* 

Wenn aber alle a^,- null sind und a^j^ nicht null ist, so hat man 
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wobei Pf q, u" die beiden Variablen op,-, ccj^ nicht enthalten; 
folglich 

= (öi^o^i + jp + a^a?^ + 9)* — {aij^Xi +P -7 «üfc^i^ — ^)* + * öf,vtw" — hpq 

In dem ersten Falle besteht die Form u aus einem Quadrat 
und einer quadratischen Form von n — 4 Variablen, in dem zwei- 
ten Falle besteht sie aus 2 Quadraten und einer quadratischen 
Form von « — 2 Variablen. Von den übrigen Formen ki^nnen 
wiederum Quadrate abgelöst werden , u. s. w. 

Wenn Sa^j^x^Xf^ » «^iVi^ + • • + o^n^n^ ^^^ * ^*^ Deter- 
minante der linearen Formen y\y ->, tfn ^^^1 so hat die Deter- 
minante a^ 02 • • ^n der transformirten Form zu der Determinante 
^±0^1.. a^n der gegebenen Form das Verhttltniss «^ (§. 6, 4) . 

12. Bei allen Ausdrücken einer gegebenen ordinären qua- 
<]ratiscben Form vqn n Variablen durch n Quadrate ergiebt sich 
dieselbe Anzahl Quadrate eines Zeichens*). Es sei z. B. 

»it/i* + «t»«' + A«i* - AV - • • = 

50 dass sowohl y^, . . ^ ^4 , als auch ^1 , . . , JS4 lineare Formen von 
^1 , .., 0C4 mit realen Coefficienten sind, deren Determinanten 
nicht verschwinden. Unter den Coefficienten a^ ; . . , a^ sei einer 
z. B. .04 negativ, die übrigen seien positiv: dann ist unter den 
Coefficienten ß\, *", ßi einer negativ, die übrigen sind positiv. 
Wären z. B. ß^ und ß^ negativ, so berechne man £C|, .. , (»4, 
welche dem System ^4 = , js^ s , jz2 ^ ^ genügen. Diesen 
(ein- oder mehrfach unbestimmten) Werthen entsprechen t/i , ^2 > 
^3 ) ^3 ? ^4 > welche nicht alle null sind, weil den Systemen y^ = 0, 



*] Sylvester hat diesen Salz entdeckt und unter dem Namen »Träg- 
heitsgesetz der quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 1852, 
JI p. 4 40 und 4853 p. 484. Jacobi hat denselben Satz 4847 gekannt aber 
nicht veröffenUicht. Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jacobi's Grelle J. 53 
p. S75 nebst den Mittheilnngen von Hervite und Borchardt a. a. 0. p. 274 
und 284. Durch Beziehungen zwischen den Coefficienten «und ß ist der 
Beweis von Brioschi geführt worden Nouv. Aon. 485$ Juli. 
Baltzer, Determ. 4. Aufl. 44 



Digitized by VjOÖQ IC 



162 §. 13, 12. 

2/2 = , ^3 = , ^4 = und Äi = , jsj = , A3 = , «4 = nur 
verschwindende a^ j . . , x^ genügen (§. 8, 2). Also ist 

positiv^ nicht null gegen die Voraussetzung. 

Demnach hat man unter den ordinären quadratischen Formen 
von 2m und von 2m +1 Variablen diejenigen in eine Species 
zu vereinen, welche durch Quadrate ausgedrückt werden, von 
denen k eines Zeichens, die übrigen anderes Zeichens sind; 
entsprechend der Anzahl /^ = , 1 , . . , m giebt es m + 1 Species, 
abwechselnd mit positiven und mit negativen Determinanten, 
z. B. 2 Species binärer und ternärer; 3 Species quatemärer und 
quinärer quadratischer Formen, u. s. w. Die Formen erster Spe- 
cies sind von Gauss Disq. arithm. 271 definit (un&hig im realen 
Gebiet das Zeichen zu wechseln , also entweder positiv oder nega- 
tiv), alle andern Formen ohne Unterschied indefinit genannt 
worden. 

Anmerkung. Wenn y^ , . . , ^4 lineare Formen der «^ , . . , 
a?4 sind , so sind die Figuren der entsprechenden Puncte y und o? 
coUinear (homographisch). Aus dem Obigen folgt nun, dass 
man die ordinären Linien 2ter Ordnung in 2 Species , imaginäre^ 
reale (Ellipse, Hyperbel, Parabel), die ordinären Flächen 2ter 
Ordnung in 3 Species, imaginäre, elliptische (EUipsoid, Hyper- 
boloid, Paraboloid) , hyperbolische (Hyperboloid, Paraboloid) zu 
vertheilen hat, dergestalt dass zwei Linien oder Flächen dersel- 
ben Species collineare Figuren sind. Vergl. Möbius baryc. Calc. 
p. 314. Jagobi a. a. 0. p. 280. 

13. Wenn bei den Werthen x^ = q, •>, x^=s c^^ unter 
denen einer z. B. c,| nicht null ist, die Form tecs wird, so ist 
sie entweder indefinit oder singulär*) . 

Beweis« Durch die Substitution 






erhält man 



^) Kronecker Monatsbericht der Berl. Aead. 4868 p. 339. 
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Davon ist das erste Glied s nach der Voraussetzung. Wenn 
es nun Werthe yi, . . , y^^i giebt, bei denen Sa^j^c^yi^ nicht ver- 
schwindet , so kann man den Werth von a;„ so verändern , dass 
die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhält. Wenn 
aber Sa^j^c^yj^ bei allen Werthen y^, . ., y^^i verschwindet, so 
hängt die gegebene Form von nicht mehr als n — 4 Variablen ab ; 
in der That verschwinden nicht nur die Summen Sa^iCi, .., 
•Sa^^n— i^M sondern in «Folge der Voraussetzung ^a^j^c^cj^sO ist 
auch 5a,-,|C,== 0, also verschwindet 5 ± a^ . . a„„. 

Man schliesst hiernach, dass die ordinäre Form Sa^j^x^X]^ 
definit nicht sein kann^ wenn die Coefficienten a^ , 022, . . , a„,| 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle von einerlei Zeichen 
sind. 

14. Wenn man aus zwei gegebenen ordinären quadratischen 
Formen derselben Variablen 

mittelst willkürlicher Multiplicatoren die Form tcq> + vtp und ins- 
besondere die Formen 

ableitet, so können alle Formen u^ •4* vxp auch durch u'cp-^v'tpi' 
ausgedrückt werden. Dazu sind die Bedingungen 

erforderlich und hinreichend. 

Wenn die Determinante der Form ug) + vtfß 

f{u,v) = Z± («an + V6n) . . («a„n + V«>«n) 

einen complexen Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung /'(u, t?) 
ssO eine complexe Wurzel hat, so sind, alle ordinären Formen 
t^9^ + VI/; indefinit*). 



*) Kronecker a. a. 0. Vergl. unten §. 44, 43. 
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Beweis. Es seien Ui und t^ , t^i und v^ conjpgirt oomplexe 
Zahlen, und u^g) + t^iV» ^2^ "*" ^2^ Formen mit verschwin- 
dender Determinante, mithin von weniger als n Variablen und 
darstellbar durch weniger als n Quadrate z. B.' 

m denen t eine Wurzel der negativen Einheit, Vi , % , ^2? ^2> • • 
reale lineare Formen der Variablen ^i , . . , a^n bedeuten. Dann sind 

4 4 

zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, alle Formen w^p -f- 1?^ 
durch 

dargestellt werden können. Nun ist 



= {«V + w» 



(.-^') 



wenn v'+ Vw'2-f.i?'2 -^ ^^ Q^d demnach v'— Vu'^ -^v'^ =t 

gesetzt wird« Jede unter den Formen 

verschwindet' aber , wenn a?i , - . , a?» den n — 4 linearen Glei- 
chungen w'y^ + wz^ =» genügen , und ist indefinit unter der 
Vocaussetzung ^ dass ihre Determinante nicht verschwindet (4 3j. 

Umgekehrt schliesst man : Wenn unter allen ordinären For- 
men mp-^v^ eine definit ist, so hat die Gleichung f{UjV) axO 
lauter reale Wurzeln*) .. 

15. Zufolge der Identität 

m$ -h ViU m — 5 J£— if, + -*Z -*Z V 

^k H 

kann die Form wp 4- 1;!/^ mittelst der Divisoren ihrer Determiiiaate 
durch Quadrate linearer Formen dargestellt werden, in Be- 



*) Weierstrass Berl. MoBatsbericht 1818 p. 943. 
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§. 13, U. 46J> 

tradit dass uj^g> + Vj^tf/ eine Form von weniger als n Variab- 
len ist*). 

Wenn ^ eme positive Form ist, so hat die Determinante 
von mp -^ vtp nur reale Divisoren uvj^ — * ujfV (4 4) . Die Form* 
^kV "^ '^Tt^ \Bxm durch » — 1 Variable y^^ • • ? ^n ausgedrückt 
werden. Die Form q> kann durch y^ > • • ? y» ^i^d eine andre Va- 
riable ausgedrückt werden, wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben [\ 3) . Man kann demnach von qp das 
Quadrat einer lineai^n Form aller Variablen ablösen , so dass 
eme Form der ^2 ? *-, Vn Übrig bleibt (11), und man erhält 

Ufp -h V%f/ SX =^ 5_ g* ^ i^y/ 4. ^y;' 

Hierbei ist qp' wiederum eine positive Form , daher kann man die 
Form uq)' + vxp' der Variablen ^2 » • • > ^n ^^^^ dieselbe Art zer- 
theilen; u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
uq>' + vxp' ist zugleich ein Divisor der Determinante von ug) -*- vxp, 
weil beim Verschwinden jener Determinante auch diese ver- 
schwindet (1 0] . Also findet man 

U(p ^ vy; = —^ ^ js a + . . 4. _ü «_;f 2 

folglich 

- V' = — V + .. + ^v 

Wenn alle Wurzeln ^ , — , . . der Gleichung flu , v) = 

negativ sind, so ist ip eine positive Form. 

Die Übrigen Fälle sind von Whierstrass und Kronbcsjb« 
Monatsbericht der Berl. Acad. 1868 p. 31 Off. behandelt worden. 
Vergl. Kronbgker über Schaaren quadratischer Formen, Berl. Mo- 
natsbericht 1 874 Jan. 

16. Unter einer STURM'schen Reihe wird eine Reihe von Glie- 
dern verstanden , welche durch die in ihr vorhandenen Zeichen- 
wechsel reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen Gleichung 
anzeigt*^) . Jagobi und Hermite haben quadratische Formen ange- 

*) KnoNECKEB Briefl. MUtheilung 4 867. 

**) Der nach STmm bdnsnnte Lehrsatz ist von demselben der Pariser 
Academie 1829 Mai ^S ^F^russflc Bulletin XI p. 440, Choqaet et Mayer 
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geben ; bei denen die Zählung der positiven und der negativen 
Quadrate , durch welche sie dargestellt vtrerden können, denselben 
Dienst leistet , wie die Betrachtung einer STUEM^schen Reihe. 

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln «i , 02 ? * • 9 ^m 
der gegebenen Gleichung f[x) =: , einem gegebenen realen Werth 
ta und den Unbestimmten ccq j ^ 7 • • 9 ^m— 1 ^^^^^ °^^° ^^ Summe 

indem man fUr a die Wurzeln ori , • . , a^ setzt. Jeder realen 
unter (über) der Grenze (o liegenden Wurzel entspricht ein positives 
(negatives) Quadrat der Summe H. Jedem Paar conjugirt com- 
plexer W^urzeln entspricht ein positives und ein negatives Quadrat 
der Summe H, weil 

Also wird die Anzahl der verschiedenen realen unter (über) der 
Grenze w liegenden Wurzeln gefunden, indem man die Anzahl 
der positiven (negativen) Quadrate in der Summe H um die An- 
zahl der verschiedenen Paare von complexen Wurzeln vermindert. 
Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen den Grenzen w und 
(o' liegenden Wurzeln ergiebt sich darnach unabhängig von der 
Anzahl der complexen Wurzeln. 

In der Summe H hat x^Xj^ den Goefficienten 
wenn man durch 5^ die Summe der rten Potenzen der Wurzeln 



Algöbre 1832) und M^m. pr^s. 4835 tom. 6 mitgetheilt worden. Vergl. 
M016N0 Liouv. J. 5 p. 75. Die allgemeine Aufstellung einer Sturm'schen 
Reihe verdankt man Sylvester (Philos. Mag. 4839 Dec.) , dessen Angaben 
von Sturm (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von Catlet (Liouv. J. 4 4 p. 297. 
43 p. 269) und Joachimsthal (Grelle J. 48 p. 386) erweitert wurden. Die 
zur Vertretung einer Sturm'schen Reihe dienende quadratische Form ist 
von Hermite Compt. rend. 4 853, I p. 294 aufgestellt worden, weniger 
umfassend bereits von Jacobi 4 847, wie aus einer Mittheilung von Bor- 
CHARDT Grelle J. 53 p. 284 hervorgeht. Vergl. Sylvester Philos. Trans. 
4853 p. 484, Brioscbi Nouv. Ann. 4856 Juli und die Monographie Hattek- 
DORF über die Sturm'schen Functionen, GOtüngen 4862. 
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^1 9 * * 7 ^m bezeichnet. Die Grössen s^ sind real und werden aus 
der Differenz der Quotienten f'(x) : f(x) und g>'ix) : g)(x) berech- 
net (§. 40, 6) , indem man unter q>{x) den Divisor versteht , wel- 
chen f'(x) mit f{x) in dem Falle gemein hat, dass die Wurzeln 
der Gleichung f{x) = nicht alle von einander verschieden sind 
(§. 44 , 20). Demnach ist H^St^j^x^Xj^ eine quadratische Form 
mit realen Coefficienten , deren Glieder dadurch gebildet werden, 
dass man für i und k alle Nummern von bis m — 4 setzt , und 
welche durch je eine bestimmte Anzahl von positiven und ne- 
^tiven Quadraten darstellbar ist (42). Die Determinante T^-i 
= ^ ± ^00 • • ^m-i,m-i ^^^ ^^^ Subdeterminanten r^_2 > ^m-3 > • • 
können nach §. 40, 5 berechnet werden. 

Anmerkung. Zu dem angegebenen Zwecke hat Hsimitb *) 
die symmetrische Function 

Gico y)= (y-<»)/'Wr(l/)~(a^-^)Ay)rW 
* y — x 

aufgestellt und in die Summe 2 h^j^x* y^ entwickelt, deren Expo- 
nenten im Allgemeinen von bis w— 4 steigen. Zugleich ist 





„,.,„. temj„-.,m.,„.,r^| 


fix) 

nx) 


_^4 J/-W x-to _ (i/-a;){o)-a) 




X — « y — « 



Wenn man in diesen Entwickelungen x*, y^ durch 2,-, zj^ ersetzt, 
so erhält man einerseits die quadratische Form Shij^z^zj^, andrer- 
seits die quadratische Form 

£{ü)''a){x^'hx\a + . . + aJ«-i «""*)* 

wobei XqjXi, .. lineare Functionen der «i , ^2 > • • sind. Die An- 
zahlen der positiven und der negativen Quadrate , durch welche 
diese letztre Form sich darstellen lässt, werden durch Bearbeitung 



*) Grelle J. 5) p. 43. Serbet Alg^bre sup. 4 866 t. 4 p. 684. Vergl. 
Kronecker über die Sturm' sehen Reihen, Berl. Monatsbericht 4873 Febr. 
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der Form Shii^*s^%f^ erkannt, deren Goefficienten ganze Fanctio- 
nen der Coefficienien von f(x) sind. 



§. 14. Die linearen, insbesondere die orthogonalen 
Substitutionen. 

1. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen Xi , 
X2j ** yX^ durch die linearen Substitutionen 



^n = ^ml^i + ^n^Vi + • • + b^Vn 



in Functionen der Variablen yi , ^2 • • > ^n transformirt werden , so 
wird die Determinante der Sabstitutionscoefficienten 

2:±6„..ö„„ 

die Determinante (modulus) der linearen Substitu- 
tion genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein , wenn 
Xi^ cc2j . * i x^ als unabhängig von einander vorausgesetzt wer- 
den (§. 8, 1). Die lineare Substitution beisst unimodular*)^ 
wenn ihre Determinante = 1 ist. 

2. Wenn die linearen Functionen /i , /i > • • > /ii ^®^ Variablen 
cci , a?2 , . M ^n durch eine lineare Substitution in Functionen der 
Variablen yi, y2i "i Un transformirt werden , so ist die Determi- 
nante des Systems der transformirten Functionen das Product der 
Determinante des Systems der gegebenen Functionen mit der De- 
terminante der linearen Substitution**). 

Beweis. Es seien 



«m^i + • • -^^nn^ti 



*) Sylvester Cambr. and Dubl. math. J,. 7 p. 5i. üeber dfe Con- 
stfüction solcher Determinanten vergl. den oben (§. 3, 41) citirten Aufsatz 
von Hermite. 

**) Vergl. den algebraischen Beweis der Multiplicationsregel (§. 6), 
z. B. JoACHiMSTHÄL Grelle J. 40 p. 2«. Die weitere Ausführung dieses Satzes 
ist oben §.6,9 gegeben worden. 
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die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Substi- 
tution 



erhält man die transformirten Functionen 



worin c^j^ gefunden wird , indem man x^, X2i "j ^n ^^^ Reihe 
nach mit % , a^j, . . , a,-^ multfplicirt, die Producte addirt und in 
der Summe den Coefficienten yi^ aufsucht: 

Nach §. 6 , 1 ist 

Anmerkung, Wenn überhaupt die Functionen /i , . . , /i^ 
der Variablen' cci , . . , x,^ durch eine lineare Substitution in Func- 
tionen dar Variablen y^, . . , y,| transfbrmirt worden sind, so ist die 
Functionaldeterminante des transformirten Systems das Product 
der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit der Deter- 
minante der Substitution. Nach §. 12, 5 ist nämlich 

Nun ist j^ = 6,jt, folglich u. s. w. 

3. Wenn die Function f der Variablen x^, . ., x^ durch die 
lineare Substitution (1) in eine Function der Variablen yi , . . , y,i 
transformirt worden ist, so Ist die (HESSE^sche) Determinante /f' 
der zweiten Differentialquotienten der transformirten Function das 
Product derselben Determinante H der gegebenen Function mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante B*) . Nach (2) hat man 

^± iY_ ^Y .^HK ^Y ^JY ^+^ ^ ^ 

drcidj/i ' ■ daj^di/rt bx^bx^ ' ' bx^ bx^ *' * * **** 



"^j Hesse Grelle J. 28 p. 89. 
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folglicfa durch Hultiplication H' = HB^. 

Anmerkung. Wenn die Function f eine quadratische Form 
bedeutet , so ist ihre HESSE^sche Determinante H von der Deter- 
minante dieser Form nicht verschieden (§. 12, 7). Daher wird 
die Determinante der transformirten Form gefunden , indem man 
die Determinante der gegebenen Form mit dem Quadrat der Sub- 
stitutionsdeterminante multiplicirt (§. 6, 4). 

' 4. Unter der Resultante der binären Formen 

fioo, y) = a^af^ + flm-ia?"*"*l/ + • • 

wird die aus den Coefficienten a^, «,^..1 , . . , *n> ^n— i > • • g®~ 
bildete Formel verstanden, welche oben (§. 44 , 5) als die Resul- 
tante von f[x^ 4) und j(cc, 4) angegeben worden ist. Wenn man 
die Functionen durch die lineare Substitution 

X ^ Xu -¥ flV , y sz X'u -¥• ^'v 

transformirt hat, so findet man die auf gleiche Weise zu bildende 
Resultante der transformirten Functionen, indem man die Resul- 
tante der gegebenen Functionen mit der wnten Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante If^'^i/fi multiplicirt*]. Stellt man die 
gegebenen Functionen durch die Producte 

dar , so ist ihre Resultante 

Die Differenz ß — a ist die Determinante eines Paares von linearen 
Formen x^ßy und x — ay^ und geht durch die angegebene Sub- 
stitution über in (2j 

(^-«)(V-;t» 

Daher geht durch dieselbe Substitution die Resultante R über in 

R [XfjL' - A»*»« 



*) Dieser Satz ist in einem umfassenderen Satz Boole's enthalten, 
welchen Catlet Grelle J. 80 p. ^ anführt. Vergl. Jacobi Grelle J. 40 p. S45. 
Salmon higher plane curves 4868 p. 895. 
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Um die Discriminante der durch die angezeigte Substitution 
aus f[x y y) entspringenden Function zu finden , hat man die Bis-- 
criminante der gegebenen Function (§. 41, 49] 

mit der w(m— 4)ten Potenz der Substitutionsdeterminante zu mul- 
tipliciren, in Betracht dass J[ay , . .)2 das Product von m(m— 4) 
Differenzen ist. 

Anmerkung. Es giebt hiemach aus einer oder mehrern 
homogenen ganzen Functionen abgeleitete homogene ganze For- 
meln von der Eigenschaft, dass ihr Yerhältniss zu den Formeln, 
die auf dieselbe Weise aus den durch eine lineare Substitution 
transformirlen Functionen abgeleitet werden, eine Potenz der 
Substitutionsdeterminante ist, mithin den Werth 4 hat, wenn man 
eine lineare Substitution gebraucht, deren Determinante 4 ist. 
Die Formeln dieser Art hat Cayley a. ä. 0. unter dem Namen 
Hyperdeterminanten einer Function oder eines Systems von 
Functionen in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt die 
Hyperdeterminanten nach Sylvester (Philos. Mag. 4851, II p. 396) 
Covarianten oder Invarianten, je nachdem sie ausser den 
Coefficienten der Functionen auch die Variablen derselben enthal- 
ten oder nicht enthalten. Z. B. die Functionaldeterminante R des 
Systems von Functionen ft^^^^fn der Variablen Xi,. . , x^ ist im 
Allgemeinen eine Covariante des Systems., weil die Functional- 
determinante des durch eine lineare Substitution, deren Deter- 
minante B ist, transformirten Systems den Werth RB hat (2). 
Wenn das System nur lineare Formen enthält , so ist R nur aus 
den Coefficienten des Systems zusammengesetzt, also eine Inva- 
riante des Systems. Die HESSE^sche Determinante H einer homo- 
genen ganzen Function von mehr als 2 Dimensionen ist eine Co- 
variante der Function , weil dieselbe Determinante der transfor- 
mirten Function den Werth HB^ hat (3) . Die Discriminante einer 
homogenen ganzen Function ist eine Invariante der Function , und 
die Besultante von zwei binären Formen ist eine Invariante dieses 
Systems. Vergl. Salmon Lessons introd. to the modern higher 
algebra 4859 (deutsch bearb. von Fiedler 4863) und die Abhand- 
lungen von Aronhold Crelle J. 62 p. 284 , 69. p. .485, Christoffel 
Crelle J. 68 p. 246. Clebsgh Theorie der binären Formen 4872. 
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5. Unter den linearen Substitviticinen , durch welche man 
eine gegebene Function transformiren kann, ist besonders ^ne 
solche bemerkenswerth , durch welche zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von Euler 
(Nov. Comm. Petrop. 15 p. 75, 20 p. 217), Caeghy (Exere. de 
Math. 4 p. 140), Jacobi (Grelle J. 12 p. 7) , Cayley (Grelle J, 32 
p. 119) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer Bemen- 
kung des Letztern eine orthogonale Substitution. 

Wenn etne Function der Variablen «i , as^ , . . , x^ durdi eine 
lineare (orthogonale) Substitution 



in eine Function von yi , ^2» • • ? ^n ^^ transformiren ist, dergestalt 
dass 

vi" + 1/.* + • • + !/«* = ÄJj'» + o;,* + . . + a?„* 

SO haben die Coefficienten folgende Haupteigenschaften. 

I. Für jedes i und k von 1 bis n ist (Euler) 

c,.' + ^«' + . . + c^' = y 

zufolge der Identität 

• 2/i' + 2/2* + • • + Vn 

- l^i*(Cii' + •' + O 4- . . + 2y|i/2(c„Ci, + . . -¥- c^^c^^) + . . 

IL Um die transformirte Function in die gegebene zu trans- 
formiren, hat man (Gauchy) 





Vi = Cii^i -*- «2t «^2 + . . 4- < 


ZU substituiren. 


Denn 




Cii^i + . . + CniX^ 


= !/i(CuC„ 


+ . . + C„iC„^) + . . + |/«(c„-c, 



worin der Goefficient von y,- den Werth 1 hat, währeiad die Goeffi- 
eienten der übrigen Grössen verschwinden (I). 

III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist 4 (Jagobi). Denn nach der Multiplicationsregel ist 
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wo 



^Jl • • ^1» 


8 


du 


^«i • • ^nn 




dm 


Uk » C,| C,k + C^i C^k + 



• ^ni^nk 



Nun ist c/,jt <s^ 0, c/,-,=s 4 (I), folglich reduoirt sich die gesuchte 
Determinante auf ihr Anfangsglied d^i d^^ - - d^^ = 4. 

IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch «, die Adjuncte von c^j^ durch y^j^ bezeichnet wird, so ist 
(Jacobi) 

Um diese Identität zu finden , multiplicirt man der Reihe nach die 
tdentitüten 



Cik^ik 



+ Cnk^nk *= ^ 



mit y,i, y«, • . , ym • Durch Summirung erhält man 

+ • • -^ Cnk(Cnirh + . . + Cnnrin) r» rU 

Der Coefficient von c^j^ ist e , die Coefficienten der ttbrigeo Grössen 
^ki - -y ^nk verschwinden (§.3, 2). 

' y. Die Coefficienten der orthogonalen Substi^uüpn genügen 
dem zweiten System von Identitäten (Eulkr) 

Denn nach (lY) ist 

Dieses Aggregat hat aber den Werth e oder 0, je nachdem i und k 
gleich oder ungleich sind (§.3, 2). 

VI. Unter den Subdeterminanten des Systems der Coefftcien- 
ten einer orthogonalen Substitution findet folgender Zus^mmanbang 
statt (Jagobi): 
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Denn nach §. 6, i bat man 
und nach (IV) 



c,i . . Ci* 



^m + 1,« 



*'m-n,» 



. e« 



Durch Vergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete 
Identität. 

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen den 
Coefficienten einer orthogonalen Substitution haben Eulrr in der 
zuerst erwähnten Abhandlung und Jagobi Grelle J. 30 p. 46 ange- 
geben. Vergl. Hesse Grelle J. 57 p. 175. 



Form 

in die Form 



Anmerkung. Eine lineare Substitution, durch welche die 
a?i* + . . + x^ — a?,-4.i'* — . . — x^ 

verwandelt werden soll, kann aus einer orthogonalen Substitution 
abgeleitet werden, durch welche man die Form 

o?!« + . . + Xi^ + yi^.1« + . . + y^« 

in die Form 

überführt. Mittelst der für y^^^ ^ .., y^ z\x machenden Substitu- 
tionen werden dann die Variablen x^^^ ^ . • r ^n durch yi , - . , y» 
ausgedrückt. Jacobi Grelle J. 53 p. 278. 

6. Da die n^Goefficienten einer orthogonalen Substitution 
•|n(n-i-<) Gleichungen (5, I) zu genügen haben, so lassen sie sich 
als Functionen von ^n(n— 4) unbestimmten Grössen 
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betrachten. In der That hat Euler nicht nur den Weg angezeigt, 
wie man durch 4^n(n— 4) binäre Transformationen die Coefficien- 
ten einer orthogonalen Substitution als Functionen von-|n(n— i) 
unbestimmten Grössen darstellen könne , sondern er hat auch in 
den Fällen n = 3 und n = 4 diese Coefficienten durch die unbe- 
stimmten Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe der Determi- 
nanten ist es Catley (1. c.) gelungen, bei n Variablen die Coeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution als rationale Functionen 
von ^n(n— 4) unbestimmten Grössen darzustellen. 

Wenn nämlich durch &i2) • • » ^n— i n unbestimmte Grössen be- 
zeichnet werden, wenn man unter den Voraussetzungen 

die Determinante 



B 



6i, . . 6,„ 



bildet und die Adjuncte von b^j^ durch ß^j^ bezeichnet, so hat man 

ea«n5 ' '« B — 

als allgemeine Formeln für die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution , deren Determinante den Werth 4 hat. Die Coeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution von der Determinante 
— 4 erhält man, indem man im System der gefundenen Coeffi- 
cienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zeichen 
ändert. 

Beweis. Die Grössen Xij x^j . .^ x^ können dadurch von 
den Grössen y\j y2i -> i Vn abhängig gemacht werden , dass man 
zugleich 

setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme 



Vi « ^1*1 + .. + b^iSn 
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o?, = 6„«, + . . -^ 6,„Ä„ 



«1 = &n *! + . . + fe« 



findet man (§.8, i) 

Vermöge der Voraussetzungen b^^ + 6^,- = , 6,-,- = to und des 
zwischen a?j , y^ und den Grössen «1,^2,..,^,, angenommenen 
Zusammenhangs ist aber 

^i + !/» = 2 fo»i 

folglich hat man zugleich 
oder abgekürzt 



Xi = q^j/, + 

Aus der Identität 

Vi - c„(c„t/i + .. + c,„yj + 
folgen die Identitäten 






+ Cnnt/,,) 



wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen 
^12? -M ^n— i,n ^^'^ CoelBcienten einer orthogonalen Substitution 
characterisirt werden (5, I) . 

Dass die Determinante b dieser orthogonalen Substitution den 
Werth \ (nicht —4) hat, erkennt man durch Bildung des Products 
«JB«+id. i. 



2«/5„ ^a}ß„^B 2ft))S„ 

2«Ai 2öi|»„ 2ö>/f„-B 



Weil nach §. 3, 2 

tüißi.hiy^ + . . + {l(oßii''B)bii + . . + %(oßinbin = B6ii 
ist, so hat das Product (§, 6, 3) den Werth Ä''"'"S folglich ist « = 4. 
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Wenn man endlich die Coefficienten 

Ci», c,|, . ., Cni oder c^,, cj^> - - 7 Ckn 

mit den entgegengesetzten Zeichen versieht , so wechselt die De- 
terminante der Substitution ihr Zeichen, während die characte- 
ristischen Gleichungen (5, I. V) 



Cn^ = 4 . 



CyiCik + C^iCik -^ • * -*- Cni^nk 



oder 






Ckn 







«» 



keine Veränderung erleiden. 

Beispiele. Für n a 2 findet man 
4 A 



B = 



-;i 



= 4+A« 



Das adjungirte System ist 



1 



Daher sind die Coefficienten einer binären orthogonalen Substitu- 
tion von der Determinante 4 folgende : 

4-r 81 



Die orthogonale Substitution 



4 + r 



i + X* 


4+1' 


il 


4-1* 




4 + i' 


tion 

4-A* 


81 


4 + r 


4 + 1« 


u 


4-1' 



hat die Determinante —1 . 

Fürn = 3 findet man (§. 5 , 9) 





• 4 V 


-i" 


B = 


"V ' 4 


1 




^ -^ 


4 


Das adjungirte S] 


jTstem ist 





Baltzer, Determ. 4. Aufl. 



« 4 + 1« + ^« + V« 



48 
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— V-^kfl \ -k- (i^ l -k- fiv 

Demnach findet man folgende Coefficienten einer ternären ortho- 
gonalen Substitution von der Determinante 4 : 



4 ^■ Z' - ^^ - y' 
B 

* B 



2- 

4 ^> ^« - y« ^ ;t' 
B 



B 



2 



• fiv 



B 



4 + y« , ;t« - ^« 
B 



wie schon Edler in der zuerst erwähnten Abhandlung p. 101 an- 
gegeben hat. Diese Coefficienten sind von Rodrigues (Liouv. J. 5 
p. 405] aus denselben Formeln abgeleitet worden, welche Euler 
(Nov. Comm. Petrop. 20 p. 217) zur Transformation eines drei- 
rechtwinkeligen Coordinatensystems aufgestellt hatte. Um die Co- 
efficienten einer, ternären orthogonalen Substitution von der De- 
terminante ^1 zu erhalten^ braucht man nur in dem obigeu System 
die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von eben so viel Co- 
lonnen zu Verändern. 

Für n Ä 4 findet man 
b 

= (o)« + o' + 6* + c* + /* + flf» + Ä* + *«)w* 
"* «^ Ä af-k- hg + CÄ 



B = 



— a 
-6 

— c 



a ö c 

to h ^g 

^h (O f 

g -f (O 

/9„ = (0,« + ^ +gf« +Ä')«* 

yjjj a= [^ a(o - f^ -k- cg — bh)ü) 

^„ s {^b(o — cf " gS^-^- ah)to 

ß^^ = (_ CO) + 6/^ - aflf - Ä*9^)ft> 

yj,, = {b(o + gS^ — cf -¥- ah)(o 

ß^^ = [hto -^ fg + c^ — ah)o) 

/9„ = (w* + öf' + c* + a')oj'' 

ßiz = (- fi^ -¥ gh — hc -- a&)(o 



ßi2. = (ftö) + /■* — 6Ä + cg)to 

ßtt = . (w* ••■ r + ö' + c*)ai« 

ßA2 = (fl'ö' + /"^ + 6* - ca)fti 

/J,^ = (CO) -^ h& — ag + 6flw 

^2^ = {— flrw ^hf —ac " bd)n 

ß^^ = (/"w ^.flfÄ +a*— 6c)w 



^4 = 



+ Ä« + a* + 6*)w« 



fiCjj = [w« - *« + /* - a« + flf* - 6* + Ä* - c« ]o)* 

ßc„ = fw« - ^« + /« - a« - (5r« - 6«) -«(Ä« - c*)]iu* 

^^3, = [fo\ -;>«-(/«- a») + to« - 6*) - (Ä» - c*)](ü* 

Bc,, = [Ol« - ^« - {/« - a«) - (^* - 6») + (Ä* - c«)]w« 

u. s. w. Mit Hülfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
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Coefficienten einer qualernären orthogoDalen Substitution von der 
Determinante 4 oder —4 aufstellen. 

Catlet's System dieser Coefficienten in Grelle J. 32 p. 422 
enthält zwei Fehler (in ß<ix steht — Ä/* statt hf, in Bc^^ , Bc^^y - • 
steht 4 statt 4 --^2), welche in der neueren Mittheilung Cayley's 
Grelle J. 50 p. 34 4 nicht vorkommen. Dagegen ist an dem zuletzt 
erwähnten Orte p. 342 Z. 5 v. o. der Druckfehler -h<J/ in — <J/ 
zu verbessern. Die von Gayley gefundenen Goefficienten einer 
quaternären orthogonalen Substitution kommen in anderer Form 
bei EuLEa (Nov. Gomm. Petrop. 45 p. 402) vor, der sie »nulla certa 
methodo , sed potius quasi divinando« erhalten hatte. Euler fügt 
hinzu: ^ivquis viam directam ad hanc solutionem manuducentem 
investigaverit; insignia certe subsidia analysi attulisse erit censen- 
dus.« Es ist Gayley nicht entgangen, wie sich aus den von ihm 
aufgestellten Goefficienten die EuLER'sche Lösung ableiten lässt 
(vergL Grelle J. 50 p. 342). Setzt man im obigen System 

5 — d r — c , — 6 •«) — fl 

2 » 2 ' 2 2 

und ändert man die Zeichen der letzten Horizontalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth —4 
annimmt, so erhält man Eulbr's System ohne irgend eine Abwei- 
chung. Denn das zx^eite Element der zweiten Zeile enthält bei 
EuLSR nur durch einen Druckfehler — d« statt -h ds . 

7« Die binäre und temäre orthogonale Substitution ist in der 
Geometrie gleichbedeutend mit der Transformation der orthogonalen 
Punctcoordinaten. Um von dem orthogonalen System x, y tu dem 
orthogonalen Systeme', y' überzugehen, unter der Voraussetzung, 
dass X, y^ x'y y Richtungen einer Ebene sind, hat man die lineare 
Substitution zu machen, deren Goefficienten 

cosojic' cosxy' 

cosyx' cos yy' 

sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin xy-hyx^^O ist, so 
bat man 

xy' = xx' + x'y' f yx' = ya? + xx' , yy^ = yx -h xx' + xY 

42* 




Digitized by VjOOQ IC 



480 §. 44, 7. 

Sind nun die Winkel xy und x'i/ beide = 90P, so ist 

cos a?y' SS — sin ajaj' , cos ya/ = sinaja;', cos i/y' = cos ica;' 

Wenn dagegen xy = 90® und x'yf = — 90<^ ist, so ist 

cos a?|/' SS sinica;', cos i/a?' = sina^a?', cos yv' = — cos aja?' 

Daher hat man, wie bekannt, beim üebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution 

cosaja/ — sin' a?a?' 

sin a;a?' cos a?a;' 

mit der Determinante 4 zu machen ; beim Üebergange zu einem 
System entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Substitution 

cos xx' sin xx^ 

sin a;a/ — cos a;a;' 

mit der Determinante —4 . 

Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes goniom^ 
trisches Theorem (s. unten §.16, 3) bestätigt, nach w^elchem für 
beliebige Richtungen einer Ebene x^y^ x\y* 

r, cos a;a;' cos a?y' 



cos 1/ a;' cos y y' 



= sin a;j/ sin a^V 



Diese Determinante ist positiv oder negativ, je nachdem sino;^ 
und sinx'y' einerlei Zeichen haben oder nicht. 

Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos 'aja;' + cos*a;y' =s K 

cos'ya?' + cos*|/y' = 4 

cos a;a;' cos y a;' + cos xy* cos yy' = 



dass sin^ocy und siri^ccy den Werth 4 haben. Denn nach der 
Multiplicationsregel (§. 6, 3) ist 

i cos a;a;' cos ajt/' * 4 
cos i/a;' cos yy* 4 



sln^xy sin'a^y 



= i 



Um die angegebenen Substitutionen zu rationalisireU; braucht 
man nur cosajir' = cos ^ ^xx' (1 — tang ^^xx') u. s. w. zu be- 
nutzen und die Coefficienten der Substitution durch tang ^a?a;' 
auszudrücken. Yergl. (6j Beispiel 4. 

8. Um von dem orthogonalen Coordinatensystem Xj y^ z zu 
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dem orthogonalen System a?', y', % überzugehen , hat man be- 
kanntlich die lineare Substitution 



cosajfic' 


cos xi/ 


cos X9! 


cos yx* 


cosj/y'N 


cosyz' 


cos %x^ 


cos^if' 


cos z %' 



zu machen, deren Coefficienten den Gleichungen (5, I) gentigen 
müssen, mithin Functionen von 3 unbestimmten Grössen sind. 
Bezeichnet den gemeinschaftlichen Anfang der Coordinaten und 
wird die Kugel, deren Centrum und deren Radius die Längen- 
einheit ist, von den Richtungen, der positiven Coordinaten in 
X, F, Z, X', F, Z' geschnitten, so sind die Coordinatensysteme 
desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem die sphäri- 
schen Dreiecke X FZ und X Y Z\ oder die Tetraeder OXFZund 
OX Y Z desselben oder entgegengesetzten Sinnes sind. 

I. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähnlich 
und desselben Sinnes sind, giebt es einen sich selbst entsprechen- 
den Punct S von solcher Lage, dass 

SX=SX', SY=SY', SZ = SZ' 

Winkel XÄF = X'Sr, YSZ = FSZ', XSZ « X'SZ' 

xsr = Ysr = zsz'*) 

Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie hat 
man daher, wenn OS durch s und der Winkel XSX' durch q> be- 
zeichnet wird; 

cosa?a?' s= cos^sx + sin^sx costp = cos^sx{i — cos(p) + cos(p 
cosyy' =5 cos^sy + sin'sy cosy = cos*5j/(4 — cosy) + coscp 
coszz' = cos^sz -¥ sin^sz cosip = COS*55?(1 — cosy) 4- cos^ 

Wenn man ferner die gleichen Winkel XSY und XSY durch d" 
bezeichnet, so hat man nach demselben Satze der Trigonometrie 

cosxy' = cossx cos sy' -h sin sx s\nsy^co8{(p-^^) 
= cos sx cos sy + sin sx sin «v cos (p cos ^ — sin sx sin « y sin (f) sin ^ 

Da aber 

coso?!/ = cos^o; cos sy + sin so; sin «i/ cos ^ = 
sin 507 sin «^ sin ^ = ßOXYS = sin «i/ cos äjs = cos «ä 



*) Vergl. des Verf. Abhandlung über die Gleichheit und Aehnlichkeit 
u. s. w. Dresden 4853, §. 34 und 59, oder Eiern, d. Math. 5tes Buch §. 4, 48. 
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so erhält man 

cos xy^ SS cos sx cos sy{i — costp) — cos sx sintp 

Aus dem Werlhe von cosxy' findet man cosyx\ weil der Win- 
kel YSX' = FSX4- XSr = - 9 4- ;^ ist , durch Vertauschung von 
q) mit — qp 

cos I/o;' SS cos5a; cos^j/ (1 — cos(^) +cos52sin(^ 

Ebenso ist*) 

cos ^2' SS COS52/ COSXJS (4 — COS^') -^ COSSX S\D(p 

cos sy' SS cos sy cos «a {i — cos y) 4- cos sx sin y 

cosjsa;' = cosjä cosÄa;(1 — cosy) — cos^y siny 
cosa;js' =s cossz cos sx{^^ cos ip) -^ cos sy sin (p 

WO von den verfügbaren Grössen so;, sy, szj g> die ersteren 
durch die Gleichung 

cos^sx + cos'«y 4- cos'^a s= 4 

unter einander verbunden sind. 

Um diese Substitutionscoefficienten zu rationalisiren , führt 
man ^q> ein und erhält 

cosojaj' 5= cos^iip + 2 cos'ja? sin'^^ — ^sin'i<p 
cosxy' = 9 cos^o? cos«?/ sin'iy — 2 cos*ä sin iy cos^tp 

u. s. w. Setzt man 

cos^o; tang^fp = X, cos5^ tang^^ es fi, cossz UiLn%i<p s v 

mithin 

tangH<p = A* + ^* + v\ — i^— s 1 + jL« + ^« + v» 
^ *^ ^ ' cos'it^ 

SO erhält man das obige System rationaler Goefficienten einer ter- 
nären orthogonalen Substitution (6) . 

II. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähn- 
lich und entgegengesetzten Sinnes sind, giebt es einen sich selbst 
entsprechenden .Hauptkreis, dessen Pol S seinem Gegenpunct ent- 
spricht, so dass 



*) Diess sind die von EülerNov. Comm. Petrop. SO p. 24 7 gefundenen 
Formeln, welche Jacobi Grelle J. 2 p. 488 in Erinnerung gebracht hat mit der 
Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten. 
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SX + SX' = 1.80», 5r + Sr = 480*, SZ + SZ' =s 180* 
Winkel XSY = rsr, ySZ = VSZ' , XSZ = X'SZ' 

xsx' = rsr = zsz' 

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 
cosica?' Ä — cos'^a; + sin^sxcostp ss — cos**a;(i4-cosy) + cosy 
cosojy' s= -- cos SX cos «t/ +' sin sx sin jy cos (y + ^) 
=s — cos»ic cos*j/(1 +cosy) — cosÄÄ siny 

u. s. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durch die Zeichen^ nachdem q> mit 180®— qp 
vertauscht worden ist. Der Winkel 180<^— qp ist aber derjenige, 
welchen das System x'y y', %* um die Axe 5 beschreiben muss, 
damit X' F' X mit der Gegenfigur von XYZ zusammenfällt. 

III. Nach Staudt's Theorem (s. unten §.16, 3) ist für be- 
liebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen 

cosxo?' cosflcy' cosa;«' 
cos j/aj' cos y y ' cos y z' 
cos % X* cos % \f cos z ä' 

Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des- 
selben oder eatgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem orthogo- 
nalen System l>eträgt aber das zugehörige Tetraeder \ Cubikein- 
heit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 1 
oder —1 , je nachdem das neue System mit dem alten desselben 
oder entgegengesetzten Sinnes ist*). 

IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

co?*aja;' + cos'ajy' + cos'a;«' =» \ 
cos*i/a5' + cos*|/y' -h cos^ya' = 4 
co8*»a;' + cos^jyy' + cos'ää' = \ 

cosajo/cosya;' + cosajt/'cosyj/' + cosicaf'cost/js' = 
cosaJir'^cosÄa;' + cosa;t/'cosÄ|/' + cos a?i;' cos ää' = 
cosyaj'cosjya;' ^- cosi/i/'cosjjy' + cosi/ä'cosää' = 

dass die Systeme x, y,z und a?', y', z' orthogonal sind**). Denn 

*) Auf diesen l}ntersch«d der Substitutionsdeterminanten bat Jacobi 
Grelle J. i5 p. 309 aufmerksan gemacht. Vergl. Möbiüs Statik §. i27, Magnus 
anal. Geom. des Raumes §. i3. 
**) Dedekind Grelle J. 50 p 27«. 
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«11 


«1. . «I» 


»« 


«M ö« 


».l 


a„ a,» 



(36 OXyZ . OXTVY = 



worin nach der Regel für die Multiplication der Determinanten 

Gji = cosfl;a;'cosa;a;' -I- cosiTf/cosirv' -I- cosa;j7'cosa;;s' = 4 
a,g = cosa;a?'cosj/a^ + cosa;y'cos|/y' + cosajjj'cosyjs' = 

U. S. w., so 



Oll 


o« 


«l. 




4 








ö« 


ö« 


o« 


=» 





\ 





0.1 


«s. 


ö„ 










\ 



Nun ist 6 OX FZ =ä sina;y sinajjy sin {pcy^xz) u. s. w. Djs Pro- 
duct der Sinus wird aber nur dann \ , wenn die Winkel redit sind. 

9i Wenn «n , . . , c„„ die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution bedeuten, deren Determinante e d. i. entweder 1 
oder —1 istj wenn 



m = 






+ « 



+ ^ 



so ist die Gleichung f(z) = reciprok und hat mit Ausnahme der 
Wurzel — €, welche bei ungeradem n vorhanden ist ^ und der 
Wurzeln 1 und — 1 , welche bei « = — 1 und geradem n vorhan- 
den sind, keine realen Wurzeln*). 

Baweifl. Die Entwickelung der Determinai^ f[z) nach stei- 
genden Potenzen von j» (§. 5, 1) giebt vermöge der in (5, VI) be- 
wiesenen Eigenschaft der zu /*(0) gehörigen Subdeterminanten 
ohne Weiteres zu erkennen, dass die Coefficienten von z^, z\ ^^, . .. 
von den Coefficienten von js**, js**""!, js**""^, . .^ich nur durch den 
Factor e unterscheiden, dass also 



•■^-'{^ 



was sich durch Multiplication der Deteroinanten € und f{z) be- 
stätigen lässt. Demnach ist /*(—€) = h^)^ ^"^ fi—^) , also 



*) Bmoschi Liouv. J. 49 p. S53. Vergl. S^hläfu Grelle J. 65 p. 4 86. 
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/*(—€) =s 0, wenn entweder n ungerade, oder n gerade und c = — 1 . 
Feraer ist /*(€) = e*^^^f.{e), also /*(€) = 0, wenn n gerade und 
c = — 1 . üeber die Realität der übrigen Wurzeln der Gleichung 
f[z) = erhält man Aufschluss durch das Product der Determi- 
nanten 



mn-z) 



d„ — js* Ädj, 



zd,, 



zd^, 



d^^^z* zd^, 



worin nach der Multiplicationsregel 

da - a* SS c,-, c,-, + . . + (c« + »jlc^i- z) + . . + c^^c^« ' 

folglich (5, I) 

i^t. Daher hat man d^k^^^ki = ^7 ^^^ ^^^^ §• ^> ^ 
4 



Mf{'Z) 



z 



■~% d,, 



(i.. )•.(!-. )-.... 



wobei die a. a. 0. näher beschriebenen Goefficienten der Potenzen 

von z positiv sind. Wenn nun z real ist, so ist bei geraden 

oder ungeraden n 



im^ oder ^('Ifc^ 



positiv, folgUch f{z) von Null verschieden. 
10. Wenn durch die lineare Substitution 



«J, = C„yi + . . + C^nVn 



^n = C^il/i + • • + (^nnVn 



die quadratische Form Sa^j^x^Xf^ ii\ die Summe von n Quadraten 
Fl ^1^ "*" P2y2^ "♦■ • • "^Fnl/n^ übergeht, so erfolgt die Identität 
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unter den Bedingungen 

.%k ik 

Setzt man zur Abkürzung 

SO erhält man bei der Voraussetzung a^^^ s a^j^ zur Bestimmung 
der Substitution das unzureichende System von \n[n^\) Glei- 
chungen 

Aus solchen Grössen c, welche diesem System genügen, bildet 
man dann 

und findet 

9\r^i + • • + 9nr^n = PrVr 
9\r^\r + • • + Sfnr^nr 

SO dass nur die Verhältnisse der Substitutionscoefficienten zu ein- 
ander in Betracht kommen. 

Die Determinanten der gegebenen und der transformirten 
Form sind ^ ± On . . a„„ und P1P2 • • Pn • Wenn nun die Deter- 
minante der Substitution den Werth e hat, so ist (3) 

Wenn man femer die Adjuncte des Elements c^j^ in der Determi- 
nante 8 durch Yi^ bezeichnet, und die Gleichungen 

Pr = CirSlir + ■ + Cnrdnr 
= CinSlir + . • + C^g„r 

der Reihe nach mit /,i j J^es, . • multiplicirt^ so findet man durch 
Addition 

Prnr = ^Slir 

und hiernach wie oben (5) 

I 
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11. Die Summe /*== Sa^jcX^yjg von w^ Gliedern, welche da- 
durch gebildet werden , dass man für i und k alle Nummern von 
1 bis n setzt, und deren Goefßcienten a,-;^ einer Beschränkung nicht 
unterliegen, ist eine lineare Form sowohl der Variablen x^j . . , a;„, 
als auch der Variablen yi , . ., y„, und heisst deshalb eine bi- 
lineare Form derselben*). 

Aus den Differentialquotienten 

bf 

«t = 5^. = «ii J/i + . • + «in Vn 

bildet man die characteristische Gleichung 

f == u^x^ + . . + u^x^ = v^y^ + . . + v^y^ 

Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linea- 
ren Function der x mit einer linearen Function der y so ablösen, 
dass-eine bilineare Form von zweimal n— 1 Variablen übrig bleibt. 
Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient o^i nicht null ist, 
dass also in t^ die Variable yi , in Vi die Variable Xi nicht fehlt, 
bilde man die bilineare Form 

welche die Variablen Xi , y^ nicht mehr enthält, weil 

a i* = ^ik ^^— ^ 

verschwindet, wenn für i oder k die Nummer 1 gesetzt wird. 
Mittelst der Diflferentialquotienten 

kann femer unter der Voraussetzung, dass a'22 nicht null ist, dass 
also weder y^ in w'2 noch X2 in v'2 fehlt, die bilineare Form 

gebildet werden, welche auch die Variablen ovj , ^2 nicht mehr ent- 
hält, weil der Goefficient 



*) Jacobi Grelle J. 53 p. 265. Yergl. Christoffel Grelle J. 63 p. 255. 
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verschwindet) wenn für i oder k die Nummer 2 gesetzt wird. 
Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhalt 
man die besondere Darstellung 



ttjVj ««V, 



Die Differentiation ergiebt aber 

U'i = u^ - 



«II 






^k = «^* - 



Vifli* 



» M 






mithin ist m',- eine von y^ unabhängige homogene lineare Verbin- 
dung von Ux und w,- ; m", eine von y^ und y^ unabhängige homo- 
gene lineare Verbindung von u\ und u\ . also auch von Wi , W2 j 
Ui\ u. s. w. In allen diesen Verbindungen hat w,- den Coefficien- 
ten 1 . Daher kann 

wC»),. ^ C, Wj + . . + C^u^ + w» 

gesetzt werden. Weil diese Formel von y^ , . . , y,» unabhängig 
sein soll , so verschwinden die Coefficienten dieser Grössen , und 
man hat 

= Ca^i + .. + C«a^i + ö,-, 



folglich (§. 8) 








«n . 


• «mi 




«im • 


• «m> 




«1 


• W« 



oder 



u('«)i^±a„..a^^ = 



«11 
«m 



«mi «ti 



s 



«mi 



«Mm ^m 



«i,w+i i^m+i + •• + «i» y» 



«mm «m,m-i-i!/m-l-i + • • + ^^mnVn 
«»m «t^m-l-i !/m + i + • • + «m !/n 
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Aus «("*)^ wird vW^ abgeleitet, indem man u^ durch v^, und a^g 
durch a^ ersetzt. 

Die Variable yj^ hat in w(*"),- den Goefficienten aW^jj. , also ist 

Unter Annahme der Bezeichnungen 



^m = '2'±aii . . üfnm 



um 



»11 



öi.m-1 



'*m,m — 1 '•»» 



= ^ml/m + • 



«11.-1,1 . ^i 



**»»— 1,« 



öi,m-i öimyw + 
«m,w— 1 ^mmVin + 

«in- 1,1 «mi ^m + • 



= ^m^m + • 



ergieht sich endlich 



«' ^m-n,m+i ^m-^m + i -^w 



^m+i2/»i + i + 



f^ flilL ^ Hill ^^!ili ^ ,, 

■Am Am ilo ^2 t 

Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer bi- 
linearen. Form giebt, bei der die partialen Determinanten A^ A^^ 
A^^ . . nicht verschwinden, so kann die bilineare Form auf eine 
bestimmte Weise als Summe von Producten homogener linearer 
Functionen U^V^^ ^2^2» •• so dargestellt werden, dass ü^ und 
y^ von der mten (und den folgenden] Variablen je einer Schaar 
abhängen und die vorangehenden Variablen nicht enthalten. 

12. Ebenso kann unter den analogen Voraussetzungen die 
quadratische Form Sa^j^x^x^, deren Goefficienten a,jt und a^,- 
gleich sind, auf eine bestimmte Weise als Aggregat von Quadraten 
linearer Formen der Variablen so dargestellt werden, dass die mte 
Form von dermten und den folgenden Variablen, aber nicht von den 
vorangehenden abhängt *) . Denn die bilineare Form f^2 a^j^x^ y^ 



*) Jacobi Grelle J. 53 p. 270 und 48Ä. Diese Transformation der quadrati- 



Digitized by VjOOQ IC 



190 §. U,12. 

geht in die gegebene quadratische Form ttber, wenn y^ mit Xj^, 
a^^ mit a^jg zusammenfällt. Versteht man nun unter Ui, u\-, . . die 
halben Differentialquotienten (§.43, 1j, so hat man (11) 

f SS — i— + — 2_L -|. . .|. 5 

worin A^ = 2±aii . . a^^ eine nicht verschwindende Subdeter- 
minante des Systems der Goefficienten bedeutet, und 



U^ = 



^11 



«f»i • • V»»-i **« 



• «14»- 1 «im^m + 



'^m.m— 1 ^mm^w 



Die Anzahl der Quadrate, welche negative Goefficienten haben, 
ist der Anzahl der Zeicbenwechsel gleich^ welche die Reihe 

darbietet. 

13. Zwei gegebene quadratische Formen der Variablen 
0^1 , . . , x^ 

deren Determinanten nicht verschwinden, können im Allgemeinen 
durch eine bestimmte lineare Substitution 



deren Determinante den Werth e hat, in die Formen 

gebracht werden*). Denn man hat zur Bestimmung der n^ Sub- 
stitutionscoefficienten^n(n^l) +|^n(n— 1) + w Gleichungen (10), 
I. Bei dieser Transformation geht die quadratische Form sq>~^\p 
mit der Determinante 



sehen Formen war von Gauss theor. combin. observ. 3< (Comm. Gott. V. k 849) 
angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet man bei Brioschi Nouy. 
Ann. i 856 Juli. 

*) Caüchy 4 829 Exerc. de Math. 4 p. UO. Jacobi Grelle J. 12 p. 4. Weier- 
STRASS Berl. Monatsbericht 4858 p. 207 (vergl. Brioschi Ann. di Matern. 4 858 
Juli und Cbristoffel Grelle J. 68 p. 255). 
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/• = 

ttberin die Form (5— Sijpit/i^ + .. -4- («— 5n)Pny»^> deren De- 
terminante 

ist (3). Zugleich hat die Determinante pi . . p^^ der transforipirten 
Form jp den Werth B^2±aii • • o^nii > also ist 

d. h. '5i , . . , Sf^ sind die Wurzeln der Gleichung nten Grades /* = 0. 
In der That sind «i^p — V', hV^V^y •• singulare quadratische 
Formen mit verschwindenden Determinanten und von weniger als 
n Unbestimmten (§. 13, 10). 

II. Setzt man wie oben (10) 

und bezeichnet man die Adjuncte des Elements c^j^ in € durch y^j^y 
so hat man 

Pkrik = ^ffik ^kPky'ik = «^i* 

folglich 5;fc^,.jk-A,.;k=:0 d. h. 

Indenf man hierin für i die Nummern 1 ,$,.., n setzt, erhält man 
für die gesuchten Coefficienten q^^, C2j^, . . ebensoviel homogene 
lineare Gleichungen (§. 8, 2). Wenn nun von dem System 

'k^ii -- ^1 • • 'k^in - ^in 

die Determinante nten Grades null, mithin sj^ eine Wurzel der 
Gleichung /*= ist, und wenn nicht alle Subdeterminanten 
(n— 1)ten Grades null sind, so genügen n — 1 Gleichungen, welche 
die Propprtion Cij^: C2jfc : .. und das entsprechende Glied p^^y^^ (^ö) 
bestimmen. Wenn aber alle Subdeterminanten (n— 1)ten Grades 
null und nicht alle Subdeterminanten (n— Sl)ten Grades null sind, 
so genügen n — 2 Gleichungen , welche von 2 Coefficienten q^^, 
C2ICJ " die übrigen abhängig machen. 

III. Unter der Voraussetzung, dass alle Subdeterminanten 
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(n— 1)ten Grades null sind, ist df null (§. 3, 45) d. h. Sj^ eine 
mehr als 4 fache Wurzel von /"= ; unter der Voraussetzung, dass 
alle Subdetenninanten (n— 2)ten Grades null sind, ist (P-f \i\\}\ 
d. h. S]^ eine mehr als Sfache Wurzel von /" = ; u. s. w. Wenn 
demnach s^ eine einfache Wurzel von /*== ist, so sind nicht alle 
Subdeterminanten (n— 4)ten Grades null; wenn s^^ eine zweifache 
Wurzel von /*=s ist, so sind nicht alle Subdeterminanten (n— 2)ten 
Grades null; u. s. w. 

IV. Wenn s^ und s^ conjugirt complex sind, so sind auch 
Piyx'^ und p^V^ conjugirt complex, mithin q> und \p durch je n 
Quadrate darstellbar, welche nicht alle dasselbe Zeichen haben 
(§. 43, 4 4). Umgekehrt schliesst man: Wenn eine der Formen 
sq) — xfj definit ist (z. B. g> entsprechend 5 = oo), so ist die De- 
terminante f der Form «y — i// bei nicht realem s nicht null, alle 
Wurzeln der Gleichung /^ = sind real. 

y. Wenn das Element sa^^ — bg^ des obigen Systems die 
Adjuncte f^^ hat, so ist f^g = fgr (§. 3, 5), fg^^ — fggf^r durch f 
theilbar, null bei /*= (§. 7, 2), und nach §. 7, 3 

SO dass , wenn f und df bei demselben s null werden , auch 
^^aßfqafrß verschwindet. Unter der Voraussetzung, dass eine 
der Formen scp — \p definit ist, ist eine /fache Wurzel der Glei- 
chung /'=0 zugleich eine (A— 4) fache Wurzel der Gleichungen 
/* =! 0, wie W^EiKRSTRASS a. a. O. bewiesen hat. 

Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form i// 
durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Sub- 
stitution dargestellt werden soll, welche die Form 

tp BT a;^« + ic,* + . . + x^ in y,* + . . + y„* 

verwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzulösende Gleichung 
/* = nur reale Wurzeln , welche aber nicht nothwendig alle von 
einander verschieden sind. Auf einer solchen Transformation 
beruht die Bestimmung der mechanischen Hauptaxen eines ge- 
gebenen Körpers*), dersäcularen Störungen der Planeten (Laplace 



*) Ausgehend von D'Alembert's und Euler's Untersuchungen (M^m. de 
Berlin 1749 — 50) hatte Segner (Specimen tbeoriae turbinum, Halle 4 755) die 
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Mem. de Paris 1772, II p. 293 und 362), der Hauptaxen der 
Linien und der Flächen 2ter Ordnung (Eulbr 1748 Introd. II App., 
PoissoN und Hachetje 1802 J. de Tee. polyl. Cah. 11 p. 170, 
BiNET 1811 Corresp. sur Tee. polyt. t. 2 p. 323 u. A.). Die dabei 
eintretende Realität der Wurzeln der Gleichung /*= wurde für 
den dritten Grad von Lagrange (M6in. de Beriin 1773 p. 108) 
bewiesen, für höhere Grade von Gaüchy a. a. 0. ; auf einem neuen 
und directen Wege für den dritten Grad von Kummer (Grelle J. 26 
p. 268. Vergl. Jacobi Grelle J. 30 p. 46. Bauer 1868 Grelle J. 71 
p. 40) , für höhere Grade von Borchardt Liouv. J. 12 p. 50 — 
und zwar unter der Voraussetzung , dass alle Wurzeln der Glei- 
chung /■= von einander verschieden sind. Die angezeigte Eigen- 
schaft der Gleichung /*= erkennt man nach Syltester (Philos. 
Mag. 1852, II p. 138) durch Entwickelung des Products f\s) f{s), 
welches bei imaginären Werthen von 5 durchaus positiv ist (vergl. 
9) . Die Auflösung des allgemeinen Problems ist tiefer ergründet 
worden von Weieristrass (Berl. Monatsbericht 1 868 Mai 1 8) und 
Kronecker (ebendas. und 1874 p. 1). 

14*). Eine orthogonale Substitution, welche x^'^-hx^'^ -H .. 
in ^1^-1-^2^ + • • transformirt, ist ein besonderer Fall einer linea- 
ren Substitution, durch welche überhaupt eine quadratische Form 
der X in sich selbst d. h. in dieselbe Form der y transformirt 
wird **) . 

L Aus dem System 

folgt durch Multiplication mit x^, 0C2, , . und Addilion 
und durch Multiplication mit t/^ , ^27 • • ^^^ Addition 



freien Rotaiionsaxen eines Körpers durch eine cubische Gleichung be- 
stimmt, und den Weg eröffnet, auf welchem Euler weitergegangen ist 
(Theoria motus corp. sol. 1765 cap. V). 

*) RosANEs briefliche Mittheilung 1874 Dec. Vergl. Grelle J. 80 p. 53. 
**) Vergl. Hermite Grelle J. 47 p. 309 und Gayley Grelle J. 50 p. 288. 
Baltzer, Determ. 4. Aufl. 43 



Digitized by VjOOQ IC 



494 §. U, 44. 

also uaier der Bedingung «< s I 

Wenn nun 

Vkx = i föÄi + «u) = Pu 

9kX = i («Ai - flu) = - 9U «nd 9ibt = 
/•(x) = 2pi,ixi^xx [k,X = <,«..., n) 

gesetzt wird ; so können die Grössen a durch die Grössen p und g 
ausgedruckt werden, dergestalt dass die gegebene quadratische 
Form fix) durch die lineare Substitution 

if,[x) + t ^q.iXi = fM + -fQiiVi 

in f{y) übergeht. Die ^n(n.-*4) Coefßeienten q Ueiben unbe* 
stimmt , € ist entweder 4 oder — \ . 

II. Eine lineare Substitution Xj^ssS Cff^yx , welche die qua-^ 

dratische Form f(x) = Spfg^Xi^x^ in sich selbst d. h. in fiy) trans- 
formirt , lässt sich (abgesehn von besondern Fällen) auf folgendem 
Wege in das System (l) 

«-^«ÄA^A = ^^XkVX (fe » 4 ,»,.., ») 

tlberftthren. Man setzt 

^A = ^* + ^Vk =• f^XkVX 

so dass bj^=:cj^^ "^^^kl ^^^ ^kl entweder 1 oder ist, je nach- 
dem k und k gleich oder ungleich srind. Wenn 2 ± b^ 62a • • 
nicht null ist, so todet man (^. 8, Ij diQ Uokk^rung 

«A = fßik^i 

Demnach ist 

fix) = ^Pkx{h-^yk)ih''^yx} = fi^l-te^pj^yj^^x-^ f{y) 
und wegen der Vorausseteung /"(oc) =/*(y) 
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Setzt man endlich 

2f{p,aft, + . . + PnXßin) = «A.- 

SO erhült man 

bei allen |, folglich a^ + a^ = 2/?^. Nun ist 

folglich 

111. Diese Ueberführung der Substitution (II) in das System 
(I) ist nicht thunlich ; wenn die Determinante ^ ± ^u 622 . . null 
ist, d. h. wenn die Gleichung nten Grades für q 






= 



die Wurzeln 1 und — 1 zugleich hat. 

Diese Gleichung (vergl. oben 9) ist reciprok*). Denn sie 
drückt die Bedingung aus, unter der in dem System (II) x durch 
^^ ersetzt werden kann. Aus der Identität /"(rr) =/'(t/) folgt aber 
durch Differeoftiation das congruente System 

Und die Bedingung, unter der in diesem System qx durch y^ 
mithin fj^ {y) durch Qfj^ [x) ersetzt werden kann , fällt mit der 
aufgestellten Gleichung zusammen. Das Product der Wurzeln 
-!§ ± Cit C22 . . ist 4 oder — 1 . 

Ftlr das System (I) lautet die entsprechende Gleichung 









w-elche man sofort als reciproke Gleichung erkennt. Das Product 
ihrer Wurzeln ist «** . 

Wenn überhaupt aus den linearen Formen 



*) Hermite und Cayley a. a. 0. 



13^ 
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das System 



§. U, 44. 



a,^x, + . . + a^^x^ = d»,y, + . . + d«,y„ 



gebildet wird , wobei 

so ist die entsprechende Gleichung 






« 



Bei rf^;^ = Büj^i findet man Jl^ ± c^^ C22 . • = «"• Also ist bei gera- 
dem n eine Substitution , deren Determinante den Werth — \ hat, 
in dem System (I) nicht enthalten. In andern Fällen*) kann die 
Gleichung für q die beiden Wurzeln 4 und —1 nur dann haben, 
wenn ihre Wurzeln nicht alle von einander verschieden sind. 

IV. Die angegebene Substitution ist eine orthogonale, wenn 



VkX 



x^ 



Alsdann wird \[aj^i + a}j^ = d^^^ und 

e^aiiXi = ^a^iyi (X = i , 2, . . , n) 

SO dass |^n(n— 1) Grössen a unbestimmt bleiben. Diese Darstel- 
lung steht mit der von Gaylet gegebenen in ersichtlichem Zu- 
sammenhang. Vergl. auch Yblthann Schlömilch Zeitschrift t. 16 
p. 523. 

§. 15. Die Dreiecksfläche und das Tetraedervolnm. 

\ . Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Axen bedeu- 
tet, wenn ac, y und x^ , y^ die mit den Axen parallelen Coordi- 
naten der Puncte A und B sind und die Geraden , auf denen OA 
und OB liegen, durch r, r^ bezeichnet werden, wenn femer die 
Dreiecksfläche GAB positiv oder negativ genommen wird, je nach- 
dem der Sinn der Drehung ^ welcher durch die Ordnung der 
Puncte 0, Aj B bestimmt ist, mit dem positiven Sinn der Ebene, 



*) Vergl. Bachmann Grelle J. 76 p.33i und Hermite Grelle J. 7d p. 325 
für n r= 8. 
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in welchem positive Winkel derselben beschrieben werden, über- 
einstimml oder nicht übereinstimmt , so ist*) 



2 OAB = OA.OB sinfTi ss BO.OA smr^r s 



siuxy 



Beweis. Es ergiebt sich unmittelbar aus der über das Zei- 
chen der Dreiecksfläche gemachten Voraussetzung, dass OA . OB 
sin rrj und BO.OAsmi\r auch dem Zeichen nach mit tOAB 
übereinstimmen. 

Wenn durch 0A\ OB* die Abscissen von A^ B^ durch r', x\ y' 
die Normalen der Geraden r^Xytf bezeichnet werden, so haben 
OA und OA auf y\ OA und AA auf x' gleiche orthogonale Pro- 
jectionen d. h. 

OJcosyV Ä OA' cos xy' OA cos yr' » OA' sin xy 

OA cosa/r = A'A cos yx' — OA cosxr' =» A'A sin xy 

Die Distanz B von OA wird durch orthogonale Projection der ge- 
brochnen Linie OB'S auf r' gefunden 



Also ist 
iOAB 



x^ cosxr' + y^ cos yr' 



a?i . Oi4cosa?r' + y, . Oilcosyr' = (— ajjy 4- ayj/J sinojy 



Anmerkung. Wenn der Punct B dem Punct A unendlich 
nahe liegt, so ist 

r^ SS r -k- dr x^ ^ x •¥ dx yi - y -¥• dy 

Indem man den Winkel xr durch d' bezeichnet, erhalt man 

\ X X -i- dx 
iOAB = r'd* « 

\ y y -^ dy 

durch Anwendung von §. 3, 7. 



sinxy 



dx. 
dy 



sin xy 



*) Diese Formel ist in einem Theorem Varignon's {M6m. de Paris 1719 
p. 66) enthalten, dessen genaue geometrische Darstellung neb>t der Be- 
stimmung der Zeichen man in Möbius Statik §.35 und in des Verf. Ele- 
menten der Math. Planimetrie §. 9, 8 findet. In der gegenwärtigen Gestalt 
kommt die Formel bei Monge 1809 vor (J. de l'öcole polyt. Cah. 4 5 p. 68), 
und liegt der Formel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, \^'elche 
Gauss (Werke 4 p. 393) in den Zusätzen zu Schumacher's üebersetzung von 
Carnot g6om. de position gegeben bat. 
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2. Wenn das Volum des Tetraeders OABC durch die Kauten 
Oid , OB^ OC und deren Winkel unzi^eideutig ausgedrückt wer- 
den soll , so bestimme man willkttrlich die positiven Richtungen 
der Geraden a;, y, js, auf denen die Kanten OA, OB, OC liegen, 
und demgemäss die Zeichen dieser Kanten ; femer bestimme man 
willkürlich die positive Richtung der Normale z' der Ebeii^ ocy, 
und demgemäss den positiven Sinn dieser Ebene. Dann ist (1) 
auch dem Zeichen nach 

2 OAB =s OA. OB sin xy 

und die Distanz der Spitze C von der Ebene OAB 

OC cos iz' 
folglich*) 

QOABC sc OA. OB. OC sin xycqszz' 

Wenn zur positiven Richtung von x oder y die entgegenge- 
setzte gewühlt wird, so wechseln OA oder OB und sin a;^ das 
Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegengesetzte 
gewählt wird , so wechseln OC und cos zz' das Zeichen. Wenn 
zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte gewählt wird, 
so wechseln sin xy und cos zz' das Zeichen. Rei jeder Wahl 
erhält also OA . OB , OC sinxy coszz' dasselbe Zeichen. 

In gleicher Weise findet man 

ßOBAC =s OA. OB. OC slnyx cos zz' 
Nun ist sinyx = — sinxy, folglich OBAC = — - OABC, u. s. w. 

3. Der gonioiuelrische Factor, mit welchem das Product der 
an einer Ecke des Tetraeders liegenden Kanten multiplicirt wer- 
den muss, damit man das 6fache Volum des Tetraeders erhält, 
wird nach Staubt (Grelle J. 24 p. 252) der Sinus der Ecke 
genannt und durch sin xyz bezeichnet, wenn die Kanten auf den 
Geraden x, y, z liegen. Nach (2) ist 

sinxyz » siayzx =s . • ä — sinyxz = — aiaxzy =» • • 

Das Parallelepiped, dessen Kanten auf a;, y, z positive Ein- 
heilen sind , hat das Volum (2) 



*) Vergl. MöBiüs Statik §. 63 und des Verf. Elena, d. Math. Trigono- 
naetrie §. 6, U. 
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s\ny2C09XüE^ SS Sinuc tosyy' ec sfn;rv cosi^js' » smxyz 

wenn die positiven Normalen der coordinirten Ebenen yz, zx^ ocy 
durch x\ y\ z' bezeichnet werden. 

Aus ft|Attriseh - trigonometrischen Grttndeti hat man wxA 

siaxyx = aio x y 9\n xy^z =s s\tixy s\üyz sittxy^yz ' 

wenn xy^'z und xy^yz die mit der Ebene xy von der Geraden z 
und von der Ebene y z gebildeten Winkel bedeuten , und 

cos 2 07 — cosxy cosyz = sinxy s'inyz coa xy^yz 
Aus den beiden Gleichungen findet man *) 

. sin^xyz = sin* xy sin^y z ^ {cos zx — cosxy cos yz)^ 

= 4 — cos'ajy — cos*yz — cos'jsa; + % cosxy cosyz coszx 

, . xy-k-xz-^yz. —xy •¥ xz •¥ yz . x y— xz •¥ yz . xy-^xz — yz 
4 sin -^ ^— sin — ^— sm — ^ — ~- sin —^ ^- 

Die Grösse sin ^ocyz liegt zwischen und f , und errei<?ht die 
untere Grenze nur dann^ wenn die Geraden er, y, js mit einer 
Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann , wenn die Gera- 
den normal zu einander sind. Zugleich ist (§. 5,6) 





1 




cosxy 




cosajj» 


m^xyz = 


cosxy 


4 




cosyz 




cosxz 


cosyz 




4 


eicnung 

sin*ic 


y = 


4 
cos 


xy 


cosxy 
4 





4. I. Coordinaten einer Strecke heissen die Projec- 
tionen derselben auf je eine von 3 coordinirten Axen durch Ebe- 
nen, die mit den beiden andern Axen parallel sind. Coordina- 
ten einer Plan figur heissen die Projectionen derselben durch 
Gerade, die mit den beiden andern Ebenen parallel sind. Wenn 
insbesondere die Strecke eine Geschwindigkeit, Beschleunigung, 
Kraft, oder die Planfigur ein Kräftepaar bedeutet, so sind ihre 
Coordinaten Componenten (composantes) des resultirenden mecha- 
nischen Elements. 

II. Das Prisma, dessen Basis und Kante in Bezug auf die 

*) EüLE« Nov. Comm. Petrop. 4 p. 4 58. Vergl. des Verf. Elom. der 
Math. Trigonometrie §. 5, 4t. 
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Axen Xy yy z durch ihre Coordinateu L smyz, MsinzXj Nsinxy 
und A, B,C gegeben sind, hat das Volum 
{AL + B3f + CJV) sin xyz*) 

Beweis. Das die Basis p auf yz parallel mit x projicirende 
Prisma hat den Normalschnitt 

p cosxn s L sinyz cosa;a?' ss Lslnxyz (8) 

u. s. w., wenn durch a;', y% z\ n die positiven Normalen der 
coordinirten Ebenen und der Basis- Ebene bezeichnet werden. 
Die Höhe des gegebenen Prisma wird durch orthogonale Projection 
der aus A, B, C besiehenden gebrochnen Linie auf n gefunden 

Ä cosxn + Bcosyn 4- Ccoszn 

Also hat das Prisma das Volum 

Ap cosxn 4- Bp cosyn + Cp cos^n ss {AL + BM + CN) sin xyz 

« 

IIL Wenn in Bezug auf die coordinirten Axen x, yj z mit 
dem gemeinschaftlichen Nullpunct die Puncte ^4 , Ä, C die Coor- 
dinaten x, y, z; ^i y j/n ^i ; x^i^ ^21 H haben , so ist auch dem 
Zeichen nach**) 

X X^ X9 

6 0ABC = y t/, i/a sin xyz 

Z Ä, Ä, 

Beweis. Die Coordinaten der Fläche 2 OBC sind (4) 



Vi 


1/2 


s'wyz, 


«i 


«« 


s'mzx, 


X, 


«1 


«2 




X, 


«, 




Vi 



1/8 



sinxy 



Die Coordinaten der Strecke OA sind x, y , z. Durch Composi- 
tion dieser Coordinaten mit den Coefficienten von sint/js, sinjsa;, 
sinxy erhält man (II] die angegebene Determinante. 

Anmerkung. Vermöge der Sätze [\) und (4) können die 
einfachsten der in' §.3,9 aufgestellten Identitäten geometinsch 
gedeutet werden. 



*) S. den Aufsatz des Verf. Leipz. Berichte 1873 p. 525, welcher die 
Anwendung dieses Lemma bei der Reduction der einen starren Körper an- 
greifenden Kräfte zeigt. 

**) Lagrange sur les pyr. U. Monge und Möbius a. a. 0. Gauss Disq. 
generales circa superficies curvas % , VU. Gauss und Möbius haben das 
Zeichen bestimmt. Vergl. den Aufsatz des Verf. Grelle J. 73 p. 94. 
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5. Wenn die Puncte A, B^ C in Bezug auf zwei Axen der 
Ebene i4-ßC durch die Coordinaten x, y; a?i , y^ ; x^, y^ gegeben 
sind; so ist*) 

4 4 i 

2i4BC = X x^ x^ sxnxy 
y Vi Vt 

Beweis. Da die Strecken AB, AC die Coordinaten Xf-^x^ 
f/i—y; x^ — x^y^ — y haben, so ist (1) 

\ X, — X X^ — X 

Wie in §. 3 , 3 erhält man statt dieser Determinante 



s\nxy 



\ —4 

Xy— X 

y.-y 



1 -4 




x^-^x 


= 


y^-y 





X, 



y yx 



x^ 



Anmerkung. So oft man in der Formel ABC^ zwei Buch- 
staben permutirt, so vielmal wechselt die Dreiecksfläche das 
Zeichen. In der That erleidet die Determinante der Coordina- 
ten durch Permutation von zwei Colonnen einen Zeichenwechsel 
(§. 2,3). Durch Entwickelung der Determinante erhält man die 
bekannte Identität ABC=^ OBC-h OCA -f- OAB. 

Als Bedingung , unter welcher A auf der Geraden BC liegt, 
d. h. als Gleichung der Geraden durch B und C ergiebt sich, weil 
ABC = , 



1 4 



X, 



x^ 



Vi y» 



= 



6. Wenn die Puncte A, B, C, D in Bezug auf drei Axen 
durch die Coordinaten x, y, ^; a^i, «/i , ^i ; a?2 , ^2» ^2; ^3> 2/31 % 
gegeben sind, so ist 



6ABCD = 



4 4 4 4 

X X^ X2 x^ 

y Vi y^ i/s 

Z Z, Ä, z. 



sinxyz 



*) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Art. kommt 
in dieser Gestalt bei Cayley Gambr. math. J. 2 p. 268, Joachimsthal Grelle 
J, 40 p. 23 u. A. vor. 
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Beweis. Die Goordinaien der Strecken AB^ AG, AD sind 
^1 —^7 yi — y» ^1 — ^; 352 — a?, ^2-^2^» ^2 — ^; «• s. w. Da- 
her ist (4) 



6ill?Ci> » 






Vt-y 

JSf, -« 



a;,- 


a; 


y»- 


y 


^.- 


• 3 



siDa;|/2 



Durch Transformation der Determinante erhält man 



4 


4 


-4 


4 - 


- 4 


4 


-4 




4 


4 


4 


4 


X 


X, 


— x 


^2- 


'X 


x^ 


— a? 


j^ 


X 


^i 


a;. 


a?. 


y 


!/i 


-y 


y«- 


-y 


y« 


-1/ 




y 


yx 


Vt 


Vs 


z 


^1 


— Ä 


«.- 


-z 


«» 


— Ä 




z 


«i 


Ä« 


«• 



Anmerkung. So oft man in der Formel ABCD zwei Buch- 
staben permutirt , so vielmal wechselt das Tetraedervolum zugleich 
mit der dafür gefundenen Determinante das Zeichen. 

Unter der Bedingung ABCD = liegt A auf der Ebene BCD, 
mithin ist die Gleichung der Ebene BCD 



4 4(4 

X a/< a^* % 

y yx 1/2 y% 



s e 



oder entwickelt 



4 


4 


4 




3/i 


1/s 


y* 


X + 


«1 


*« 


»« 





4 I 
a;. 



4 


4 


4 




a;, 


^« 


x^ 


z = 


Vi 


y« 


yz 





Vi V« y. 
«t ». «1 



wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzunehmen ist. 

7. Die Lage dos Punctes P in Bezug auf das Tetraeder ABCD 
ist durch die Tetraederverhältnisse 

BCDP '. CADP : ABDP : PASC 
bestimmt*). Die Puncto P, A, B^ C, D haben in Bezug auf drei 



*) Lagrange sur les pyr. 28. Grössen, welche wie diese Tetraeder 
sich verhalten , werden bei Möbius (baryc. Calcul) als barycentrische Coor- 
dinaten des Punctes P in Bezug auf Fundamentalpyramide ABCD ange- 
wendet, bei Feuerbach (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 6) als 
coordinirte Coefficienten , bei Plücker (Grelle J. 5 p. 4) als Tetraeder-Goor- 
dinaten (in der Ebene Dreieck-Goordinalen). 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 45, 7. 



SOS 



beliebige Axen die Goordinaten x, y, a; x^^ yi, Zi; u. 6. w. Da 
die Determinante 



= ^tt + ^,W, + • • + fJ,U^ 



verschwindet, wenn die letzte Zeile mit einer andern tiberein- 
stimmt , so bat man 



4 


4 


4 


X 


X, . 


. X, 


y 


Vi • 


• Vi 


2 


«1 • 


«4 


U 


Ui 


«*4 



i" + i"l + 

fix + jUjiC, + 

f^y + i"iyi + 

f4Z +^,«1 + 



+ i«4 =0 

+ //^iT^ = 

+ /i.j^, = 



Der Punct P erscheint demnach als Schwerpunct der Puncte 
f4,.A, fÄ^.B, (4^.C, ^,.D 

d. h. der in ^, B, C , D befindlichen Massen f^i j M2y f^n Mii und 
wird dadurch construirt, dass man je nach gegebenen Verhält- 
nissen die Strecke AB in iV, die Strecke NC in 0, die Strecke 
OD in P theilt. Vergl. des Verf. Elem. d. Math. , Stereometrie 
§.' 11 , 5. Die partialen Determinanten fi, hij -- verhalten sich 
zu einander wie die Tetraeder ABCD , BCDPj . . (6) , während 
ABCD : BCDP= AA^ A^P, wenn die Gerade AP mit der Ebene 
BGB den Punct A^ gemein hat, ui s. w. 
Aus den obigen Gleichungen folgt 

^{a + 6a3 + cy + djj) + • • + ^^ (a + hx^ + cy^ + a%^ = 

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung gefunden wird, 
indem man die Ebene a -f- bx' + cy' -f- djs' = vorstellt , welche 
von den durch P, ^4, . . parallel mit z gezogenen Geraden in P\ 
A\ . . geschnilten wird. Dann ist 

a •¥ hx •¥ cy •¥ dz* = 

a •¥ hx ^ cy •¥ dz = d(z-'Z') = d.P'P 

U. S. W. , folglich 

fA,P'P ^ fji^. A'A -^ fA^.B'B •¥ fJi^C'C -k- fi^. D'D « 

wobei unter P' , A' , . . die Durchschnitte irgend einer Schaar von 
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Parallelen , die man durch P, i4 , . . gezogen hat, mit einer belie- 
bigen Ebene verstanden werden können. 

8. Sind i4i, Äi, C, die Mitten von AD, BD, CD, so wird 
das Tetraeder ABCD von den Ebenen AiBC, AB^C, ABC^ hal- 
birt, und der Schwerpunct P des Tetraeders ABCD liegt auf den 
genannten Halbirungsebenen ^ so dass 

Ä^BCP «0, ÄB^CP ^ 0, ABC.P = e 



Nun hat A^ die Coordinalen \ {xi 
folglich ist (6) 



'^ijy i(yi+y4),i(^i+^4), 







4 


4 


4 


4 










i(«i +««) 


a;, j;. 


X 










iCVi +!/*) 


y. Vz 


y 










i(*t +*4) 


«. «s 


z 






i 


i 4 1 




i 


4 4 


4 


ix, 


rr, rr, X 


+ 


i^4 


X^ X, 


rc 


iyi 


y^ ^ y* y 


iy. 


Vt ys 


1/ 


i^. 


«. 


«s « 




**4 


^a 


«• 


jf 



= 



oder — /M4 + jUj = . Ebenso ist — /M4 + jUj = , — JU4 + /M3 = , 
daher //, = ^2 = /*3 = /^4 = — 1/^ ^i^d 



tJ/| + tJ/j + Ä/J + Ü/^ 



i/i + y» -»- Vt + 1/4 



^1 -4- ^« + g» + ^4 

4 



d. h. der Schwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 glei- 
chen Tetniedein, denn Basen die Flaci»en des Ttlraeders sind, 
und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in den 
Ecken des Tetraeders ihre SchwtM-puncte haben*). 

9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in Bezug 
auf ein System von zwei Axen gegeben sind , so findet man die 
Fläche des Dreiecks auf folgende Weise**) . Die Coefficienten der 
Gleichungen seien a : ö : c, 04 : 61 : q , 02 : 62 • ^2 , d. h. für je- 
den Punct der ersten Seite, dessen Coordinaten a?', y' sind, hat man 



*) RoBERYAL. S. Lagrange M^canique I sect. V, 3 uod sar les pyr. 
34—35. 

**) Joachimsthal Grelle J. 40 p. 23. Zu demselben Resultat und dem 
entsprechenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Minoing Grelle 
J. 5 p. 397 gelangt. 
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a -f- fcoj' + cxj :?= u. s. w. Die Coordinaten der Eckpuncte oc,y\ 
^1 7 ^1 ; ^ > ^2 »öbst 3 Hülfsgrössen /> , Pt > P2 sind durch die 
linearen Systeme 



öl + 61a? + Cjt/ = 



a +6a?, +cy, = 



a +6iCj + cy, = 
a, + öl a?j + q ^2 = 
a, + 6, a?, + c,i/, = p. 



bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punet (a?, ^) auf der 
zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt; 
u. s. w. Nach §. 6, 3 ist 



X 
07, 



V 

Vi 
Vi 



b 








Nach §.3,7 ist 



b 



b 

öl 
6, 



u. s. w. Wenn man nun die Determinante der Coefficienten 
durch R und die Adjuncten der ersten Colonne durch cc, ai, a2 
bezeichnet, so ist 

R 



pa = Pi«, = p,«., 



daher 

P 






p, 
* p« 



= PPlP2 = 



Ä» 



4 


X 


y 


4 


X, 


Vi 


4 


x^ 


Vt 



mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche 



R* sin xy 



Nachdem man auf bekannte Weise die Höhen des Dreiecks, 
d. h. die Abstände der Puncte (ac, y) , (x^^ y\] ^ [x^^ ^2) von der 
ersten , zweiten , dritten Geraden berechnet hat , findet man die 
Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Dreiecks- 
fläche durch die Höhen dividirt. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwiridet, ohne 
dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach sich 
verhallen , wie die Elemente einer andern Zeile , so gehen die 3 
Geraden durch einen endlich fernen Punct. 



Digitized by LjOOQ IC 



«06 



§. «5, \(f. 



10. W«nn die Gleichnngen der Flächen eines Tetraeders in 
Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind , so wird das 
Volum des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die 
Dreiecksfläche aus den Seiten. Die Coefficienten der Gleichungen 
seien a : b : c : d ^ a^ : b^ : c^ : d^ , a^ : 62 : C2 : ^2 > % • ^3 • ^3 : c^ , 
d. h. für jeden Pünct {x\ y' , z') der ersten Fläche hat man 
a-f-öir'-|-cy'-f-dÄ'=0 u. s. w. Die Coordinaten der Eckpuncte 
^»^7^; ^,yi>^ii ^1^,^21 ^3,^,% n«bst den HüUsr- 
grossen Py Pt, p^r Ps sind durch 4 Systeme von je 4 Gleichungen 

a +bx + cy-i-dss=p 

Oj + 6,a; + Ci^ + djÄ = 

a, + b^x + c^y -k- d^z = 

O3 + &3« + c^y + ä^!s s= 

u. s. w. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (oj, y, z) 
auf der zweiten , dritten, vierten, aber nicht auf der ersten Ebene 
liegt , u. s. w. Dann ist 



i 


X 


y 


z 


a 


6 


c 


d 




p 











4 


a?! 


3/1 


J5, 


«1 


ö| 


Ci 


d. 







Pi 








4 


x^ 


y^ 


«2 


«2 


^2 


c* 


d. 










P2 





4 


^s 


t/s 


«8 


a» 


ft. 


C3 


d. 













P: 






a 


6 c 


d 




P 


& 


c 


d 










«1 


6/ c. 


d. 







ftl 


Ci 


d. 










a. 


b, c. 


d. 


' 





fe« 


c. 


d. 










«8 


&8 


C3 


ds 







&3 


C3 


d, 







folglich 



PP1P2P3 = 



pa = P|«i = p,«, = p,«. 



4 a? 1/ Ä 

4 a;» y, z^ 

i aj, y, Ts 

< a?, j/j 23 



und das gesuchte 6fache Tetraedervolum (6) 



R* sin xyz 



Hier- 



aus lassen sich mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine Flachen 
berechnen. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, ohne 
dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten , so gehen die 
4 Ebenen durch einen endlich fernen Punct. 
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§. i%. PFodncte von Streekett, Öreiecken, Tetraedern. 

1. Durch A^ A^ , A^f uad JB, £i , £2 > • • werden i Systeme 
von PuDCten, und durch c^g das Product von 2 Strecken AA^^ BB^ 
der Geraden r , q mit dem Cosinus des Winkels dieser Geraden 
bezeichnet. Um das Product c^j^ zu berechnen, bestimme man 
willkürlich die positiven Richtungen der Geraden r^ q und dem- 
gemäss die Werthe und Zeichen der Strecken und des Cosinus. 
Wenn als positive Richtung einer Geraden die entgegengesetzte 
angenommen wird , so wechseln eine Strecke und der Cosinus das 
Zeichen. Also erhält bei jeder Wahl das Product c^^^ dasselbe 
Zeichen. 

- Sind die Puncto A, A^, Ä, Bj^ durch ihre orthogonalen Coor- 
dinaten 

a b c a ß y 

Xi Vi Zi Sk Vk Ck 

in Bezug auf die Axen x, y, z gegeben, bei denen smxyz = 4 , 
so findet man durch orthogonale Projection der Strecke AA^ und 
ihrer Coordinaten cc, — a , . . auf die Gerade q 

AAi co8r(> =s (Xi— a) q^o^xq + (3/,— h) cosyQ + («,— c) cos jS(> 

folglich 

(I) AAi . BBf, cos re = {Xi- a) (1^- «) + (j^- 6) (ij^- ß) + (jj^- c) (f a- y) 
(l\) cosr^ = cos j;r cos xq 4- cost^ cosyg + coszr cos;;^ 

Nun ist identisch 

u. s. w. , folglich*) 

(III) ^AAi.BBf, cosrQ = ABf,"" + ii,fi» - AB^ - ^<V 
» 1 4 

4* AB^ ABk* 
4 AiB' A^Bj,^ 

2. Nach §..6,4 hat man nun 



Jf X CijC,,. . — 






^-« nx-ß Ci-y 
I,-« 1/,-/? ^,-y 



*) Tergl. Carnot G^om. de pos. 354. M^m. sur la relation etc. t7. 
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Daher ist die Determinante ^±^1022.. null , wenn sie 4ten oder 
höhern Grades ist. Indem man c^j^ durch cos^j^ ersetzt, wenn 
die Strecken Einheiten sind, erhalt man die trigonometrischen 
Gleichungen 



£ ± c^.c^^c^^c,, = 



-J ± cos „ cos „ cos „ cos 44 = 



für beliebige 2mal 5 Puncto und SImal 4 Gerade. 

Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit dem 
ersten ist c,-^==cjt,-, und man findet aus der ersten Gleichung den 
Zusammenhang unter den Strecken , vs eiche 5 Puncto verbinden 
(vergl. unten 13) , während die andre Gleichung der analytischen 
Geometrie folgende Ausdrücke liefert: 



(I) 



(11) 



i cosxr cosyr coszr 

cos a;r 4 cosxy cosxz 

cosyr cosxy 4 cosyz 

cos zr cosxz cosyz 1 

cosr^ cos:r^ cosyg coszq 

cos a?r 4 cosxy cosxz 

cosyr cosxy 4 cosyz 

cos Ar cosxz cosyz 4 



= 



= 



Die Gleichung (1) enthält den Zusammenhang unter den von 4 Ge- 
raden [£benen) gebildeten Winkeln , unter den Seiten und Dia- 
gonalen eines sphärischen Vierecks, unter den Flächenwinkeln 
eines Tetraeders (Garnot G6om. de pos. 350). Wenn insbeson- 
dere a?, y, jz , r die Richtungen der Kanten OA^ OB, OC und des 
Diameter OD der dem Tetraeder OABC umgeschriebenen Kugel 
bedeuten, wenn OA = a, OB=:b, OC=:Cj OD = d, so hat 
man 





cosxr 
a 


= 


cosyr 


cos zr 
c 


4 


(f 


a 




b 


c 




a 


4 




cosxy 


cosxz 




b 


cos 


xy 


4 


cosyz 




e 


cosxz 


cosyz 


4 





s 



zur Berechnung des Diameter der einem Tetraeder umgeschrie- 
benen Kugel aus den Elementen einer Ecke (Lagrange sur les pyr. 
21. Legenbre 6lem. de g6om. Note V). 
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Die Gleichunfs (II) dient zur BestimmuDg des Winkels von 
zwei Geraden durch die Winitel , welche dieselben mit den coor- 
dinirten Axen bilden. Magnus anal. Geom. des Raumes §. 9 (7). 
Vergl. den Aufsatz des Verf. ia Grelle J. 46 p. 145. 

Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen, und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind , so hat man 

-2'± c,i c„ Cgj = 2±. cos„ COS22 cos„ = 



4 


cosojr 


cos yr 




cosrg 


COSXQ 


cosyg 


COS a?r 


\ 


cosxy 


s 


cosxr 


4 


cosxy 


cosyr 


co%xy 


4 




cos yr 


cosxy 


4 



= 



3. Ferner hat man mit Rücksicht auf §. 15 , 4 und 6 
-2" ± c„ c„ c„ s= 36 AA^ A^ A^ . ÄÄ» fi, 5, 
^ ± cos II cos „ cos „ =s sin r, r, r, sin ^| q^ q^ 

für beliebige 2mal 4 Puncte und Smal 3 Gerade^] . 

Nach dem Zusammenfallen der beiden Tetraeder ist c,j^ =s cj^^ 
und man erhält für 36i<li4i ^2^3^ die von Lagrange sur ies pyr. 15 
gegebene und von Legendre el6m. de g^om. Note V reproducirte 
Formel. 



Es ist 


z.B. 










cosfr 


cos fg' 


cos fh' 






cos gr 


cos gg' 


cos gh' 


SS sin^flfÄsin/'/Ä' 




cos hr 


cos hg' 


cos hh' 






4 


cosfg 


cos fh 






cos fg 


4 


cos gh 


=« sin Vfl'Ä (§.45,8) 




cos fh 


cos gh 


4 




und bei 8iixxyz = 


1 








cosxf 


coso;^ 


cos^rA 






cos yf 


cos yg 


cosyh 


= sin fgh (§.45,4) 




cos zf 


cos zg 


cos sh 





Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind , so bleibt 



*) Diese beiden SötZ(e hat Staudt 4842 gegeben Grelle J. 24 p.- 252. 
Der zweite Satz, der in dem besondern Fall sin r^ r, r, s 4 früher bei 
Gauss vorkommt (Di sq. gener. circa superficies 2 , VI) , ist von Caucht 
reproducirt worden Exerc. d'Anal. 4 p. 44. ^ 

Baltze-r, Determ. 4. Aufl. 44 
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^11 ^« 

für 2 DreiedLe einer Ebene und 

cos,j cos, 
cos ,, cos • 



KAA^A^ . BB,B, 



sinr,r,.sia^^. 



für % Paare von Geraden, die mit einer Ebene parallel sind. Zu- 
folge dieser Gleichung ist bei 3 beliebigen Winkeln l, fi, v einer 
Ebene 

cos {k — fi) cos V — cos {X — V) coSjU « sin X sin {fi. — v) 

insbesondere 

Gosxf cosxg 
cosyf cosyg 

unter der Voraussetzung sinxy ss ^. 



= sinfg 



4. Bei der Entwickelung der Determinante 2ten Grades 
2±CxiC22 ^s^ (§• ^^j ^ und 4) 






2ilJ,il,C08iStl 






s S BB| B, cos ZV 



indem durch n und v die positiven Normalen der Ebenen AAi A^ 
und ^J9| Bi bezeichnet werden. Nun ist (i j 

coso^n cosxv + cost^n cosyv -i- cossi» cosj^v m cos nv 
folglich«) 

Und wenn die von A und ^ anfangenden Strecken Einheiten der 
Geraden /*, g , /*', j'', und n, n' die positiven Normalen der Stel- 
lungen fg^ fg' sind, so ist ^ AA^A^^:^ ^^^f9i ^' s- w., folglich**) 

cos ff cos fg' 

cosgf cos gg' 



sin fg sip/'V cos nn' 



5. Das 4 fache Product der Dreiecke AA1A2, BB^B^ mit dem 
Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zweideutig als 
die dafür gegebene Determinante. Nach beliebiger Annahme der 
positiven Richtungen ihrer Normalen und nach übereinstimmender 



*) Staüdt a. a. 0. 
**) Gauss und Staubt a. a. 0. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 46, 6. 84f 

Annahitie des positiven Sinnes jeder Ebene d. h. des Sinnes der 
Drehung, durch welche positive Winkel und Flächen beschrieben 
werden, sind die Zeichen der Dreiecke und des Winkels bestimmt^ 
welchen die eine Ebene beschreiben muss , bis dass ihre positive 
Normale mit der positiven Normale der andern Ebene zusammenfällt. 
Wenn als die positive Richtung einer Normale die entgegengesetzte 
angenommen wird , so wechseln zwei Factoren des obigen Pro- 
ducts das Zeichen, nämlich ein Dreieck und der Cosinus des 
Flächenwinkels, weil der Winkel um 180^ sich ändert; also bleibt 
das Product unverändert. 

Das 4fache Product der Dreiecke AAiA2y BB^B^ mit dem 
Cosinus des Flächen winkeis ist l^AAiA2.NN^N2j wenn man 
durch NN1N2 die Projection von BB^B^ auf die Ebene AA^A^ 
bezeichnet. Die aus den Paaren AA^^ AA^ und iViVi, NN^ ge- 
bildete Determinante ^i:ciiC22 ist von der aus den Paaren AA^^ 
AA2 und BB^y BB2 gebildeten nicht verschieden, weil NN^ und 
BBi durch dieselben Ebenen auf AAi projicirt werden, u, s. w. 
(Staudt) . 

Die Determinanten 



cos af 


cos ag 


cos ah 


• 


cos bf 


cos bg 


cosbh 


SB s'inabc s\n fgh 


cos cf 


cos cg 


cos ch 




cos af 
cosbf 


cos ag 
cosbg 


= sind 


ib s\n fg cos ab'^fg 



haben zufolge der angegebenen Werthe die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverändert bleiben, jene, während die ge- 
genseitige Lage der Raum Winkel ab c, fgh beliebig verändert wird, 
diese, während bei unveränderter Grösse des Flächenwinkels 
ahyg die gegenseitige Lage der Winkel 06, fg beliebig verändert 
wird (Cauchy). 

6. Wenn man die Adjuncte des Elements c^j^ in der Determi- 
nante -2 ± Cii C22 C33 durch y^j^ bezeichnet, so hat man nach §. 7, \ 

Die Elemente y^ , . . sind Flächenproducte von der in (4) betrach- 
teten Art, nämlich 

y„ = -2'±c„c„ sa kAA^A^ . ÄÄ,^, cos,i 
Yii = iS'±CjgC,i « kAA^A^ . BB^B^ coBj, 

44* 
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u. s. w., wo cos 11, cos 12) • • die Cosinus der von den Ebenen 
der Flächen AA^ A^ und BB^ B^, AAi A^ und BB^ B^, . . gebildeten 
Flächenwinke] bedeuten. 

Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammenfällt, 
und wenn die Flächen 2AA2A^, iAA^A^y ^AA^A^ die Werthe 
f\i hl h haben, so findet man 

1 cos.« cos, 



(6^^.^^)* = AV.V.* 



(6i4i4ii4,i4,)* 



cos 12 < 
cos,, cos,. 



COS- 



wobei sini23 den Sinus der Ecke (§. 15, 3) bedeutet^ deren Kanten 
die positiven Normalen der Ebenen AA^A-^y AA^A^^ AA^ A^ sind, 
und welche der von den Geraden AA^j AA^, AA^ gebildeten Ecke 
des Tetraeders so zugeordnet ist, dass die Kugelschnitte der bei- 
den Ecken Polarfiguren sind. 

7. Das Product der Summen der Sinus von Ecken oder 
Winkeln zweier Systeme wird nach §. 6, 1 abgeleitet aus 



cosa;a 
C08a;6 



COS yd 



cosjsa 
cosjs6 



4 — cos aa' \ — cosaft' 
1— cos6a' 4— cos66' 



— cos a;a' — cosya' — cosaa' 

— cosx6' — cos 1/6' — cosjsf6' 



asin«ifta' asm*i66' 



Wenn jedes System 5 und mehr Gerade hat, so ist die resultirende 
Determinante null. Z. B. 

2: ± sin^iaa' sin4&6' sio'icc' sin'idd' sin'ice' = 
Für 2mal 4 Gerade findet man (3) 

- (sin 6cd + sio cod + smabd — sxnabc) (sin6Vd' + sio c'a'd'-^ sin a'b'd*-- sin a'&'d') 
a 46Z±sin4aa'sin«i66'sin*icc'sin*idd' **) 



*) Diese Gleichung ist von Lagrange's Gleichung (sur les pyr. 47) nicht 
wesentlich verschieden. Vergl. Brbtschneideb Geometrie 677 und des Verf. 
Elem. d. Math. Trigonometrie §. 6, 46. 

**) Ein entsprechender polyedrometriscber Satz ist von Joachimsthal 
Grelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und bewiesen 
worden. 
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4 4-4 

1 1 — cosaa' 

1 4 — cos6a' 



4 -4 

4 — cosaa' 

4 — cosfta' 



und nach Weglassung der Glieder 



cosxa 
cosxb 
cosxc 



— cosxa' 

— cosxb' 

— cosajc' 



— cosaa' 

— Costa' 

— cosca 



bleibt übrig 



(4 X y)(i X vY + (4 a; jj)(4 x zf + (4 y ä)(4 y s)' 






4 


4 


4 


4 


— cosaa' 


— cos a b' 


— cos ac' 


4 


— cos 6 a' 


— cos 66' 


— cos b c' 


4 


— cosca' 


— coscft' 


— cos c c' 



4 sio'iaa' sin'Jaö' sin'Jac' 
4 sin'ifea' sip'i&M sin*i6c' 
4 sin'ica' sin'Jc6' sio'Jcc' 

Wenn insbesondere a^bj c unda', 6', c' auf je einer Ebene liegen, 
deren positive Normalen n und n' sind, so wird die linke Seite (4) 

(sin 6c + sin ca + sin a 6) (sin 6' c' -l- sin c'a' + sina'6') cos nn' 

Für ^mal 3 Gerade einer Ebene findet man unmittelbar 

(sinftc + sin ca + sina6)(sin&'c'+ sin c'a' + sina'6') 
= 8Z±sin«iaa'sin*4&6'sin*icc' 

8. Wenn man durch o , b, c die Geraden bezeichnet , auf 
denen die Radien OA, OB^ OC eines Kreises liegen, durch r die 
Länge eines Radius und durch f, g, h die Quadrate der Seiten 
BC, CA, AB des eingeschriebenen Dreiecks ABC; wenn man 
beide Seiten der Gleichung (7) 

sin*ia6 sin'^ac 



(sin 6c + sin ca + sina6]' = 8 



sin'Ja6 sin*i6c 

sin'iac sin*46c 



mit 8 r® muitiplicirt und bemerkt, dass 
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r^sinab = iOAB hr*8\u*iab » h 

u. s. w., SO erhält man die altbekannte Gleichung 



(4 r . ABC)* = i 



= fgh 



Wenn man durch a, b, c, d die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA, OBy OC, 02) einer Kugel liegen, durch 
r die Länge eines Radius, durch fjQjh die Quadrate der Kanten 
BCj CA^ AB, durch /*', g\ K die Quadrate der gegenüberliegen- 
den Kanten AD, BD , CD des jener Kugel eingeschriebenen Te- 
traeders A B CD ;- wenn man beide Seiten der Gleichung (7) 

(sin &cd + sin c od + sin afcd — sin a&c)' 



= - 46 



sin^^aö sin'^ac sin'^ad 

sin^^ab sin'^&c sin^^6d 

sln*ioc sin'ifec sin-'^cd 

sin'^ad sin'|&d sin^^cd 



mit 4 6 r^ multiplicirt und erwägt, dass 



r» sinadd = ^ OABD 




kr^sm^ab 


= h 


. s. w.; so erhält man 











h 9 r 




{Ikr.ABCD)^ = - 


k 
9 


f 9' 
f h' 






r 


/ h' 





zur Berechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen 
Kugel aus den Kanten und dem Volum*). Die rechte Seite be- 
deutet das 4 6fache Quadrat der Fläche des Dreiecks, dessen Seiten 
yjT^ VWy y^' sind. Vergl. §: 5, 6. 

9. «Der Abstand der Geraden r^ , welche den Punct N ent- 
hält, von der Geraden r,- , welche den Punct M enthält, wird durch 
den Abstand d des Punctes N von der Ebene MJ^^ Nj^ angegeben, 



*) In diese Form ist die von Jungius (Biographie von Guhrauer 4850 
p. 297) und neuerlich von Carnot (Mäm. sur la relation . . 42) gefundene 
Relation durch Joachimsthal 1. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische 
Ableitung derselben hat Staudt Grelle J. 57 p. 88 gegebeq. 
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wenn JfSf,-, MNj^ mit r,-, rj^ parallel sind. Das 6fache Tetraeder 
MMi Nj^ N wird nun sowohl durch d . MM^ . MNi^ sin r,- rj^ als auch 
durch MN.MÜi, MNj^ sin rr^r^^ ausgedrückt, wobei r die Gerade 
bedeutet, auf der MN liegt. Daher hat man (3) 

, dRinr^rjt =■ Jf iV sin fr^^r^t 

Jlf N cos X r cos 05 r^ cos x rj^ 

ds\ürirj^»inxyz b MN cos yr cos yvi cosyr^ 

JfNcosfltr cossr^ cossr^ 

Unter der Voraussetzung «in ajyjs =b 4 bezeichne man d sinr,rjfc 
durch Ä^jt, und cosa;r,-, cosyr,-, cosjsr^ durch a,-, 6,-, c, . 



mn ist 










a;^-aj< 


«» 


«Ä 


hik = 


!/A -Vi 


ft< 


^* 




H -'i 


Ci 


c* 



«• 


«A 


^k 




bi 


fr* 


Vk 


+ 


Ci 


CA 


H 





«A 


«• 


Xk 


&*• 


ft» 


Vi 


CA 


c» 


H 



mithin Ä^^ = Aj^,, A^< = 0, a,a,- + 6,/?^ + C|7,- 5= . Hieraus folgt 
nach§. 3, 7*) 





\. 


«I *i C, 


«1 A 


n 










m 




ÄiT «T *r c, «, ^, y, 




und nach §. 6, 4 




«i ^1 <?i «i ßi Yx 


«,..«!.. 


^±Ä„Ä,... - 


a, 6, c, «, /?, y. 


«, . . a, . . 


if ± Ä„ . . Ä„ = 




a, , . «, . . 


t 


-^±^1 .. *.• = - 












a. . . 


«. 


.. 





10. Wenn man 4 Gerade des Raumes durch a, ft, c, d, und 
Ebenen, die mit den Paaren ad,6d,cd,&c,co,a6 parallel sind, 
der Reihe nach durch «, /^, y , «i ? /?i ? yi bezeichnet^ so folgt aus 
den Gleichungen (4j 



*) Bbioschi Grelle h 50 p. 286, 
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216 §. 16, iO. 

sin ab sin cd cos yy^ » cos ac cos 6d — cos &c cos ad 
sin 6c sin ad cos ««1 s cos 6a cos cd — cos ca cos 6d 
sin ca sin b d cos/S/9j = cos cb cos ad ^ cos a6 cos cd 

durch Addition 

(I) sin a6 sin cd cos yy^ + sin bc sin ad cps aa^ 

+ sin ca sin bd cos /9/?i = 

weil cos ba = cosa6 u. s. w. Man bestimmt willkürlich für jede 
Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. Die- 
selbe Gleichung gilt für 4 Ebenen a, b, c, d, indem man die Ge- 
raden ady , . durch a, . . bezeichnet*). In diesem Falle be- 
stimmt man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden, 
und demgemäss durch Drehungen von einerlei Sinn die Flächen- 
winkel, deren Kanten die Geraden sind. 

Die entsprechende Gleichung für 4 Puncte ^4, 5, C, /> ist**) 
<II) AB.CDcosyyi + BC. AD cos aa^ + CA. BD cosßß^ = 

wenn durch of , /?, y , «i , ä , yi die Geraden bezeichnet werden, 
auf denen AD, BD, CD, BC, CA, AB liegen. Man hat nämlich 
durch Projection 

AB cosyy^ = AD cos ay + DB cosßy 
BC coscettj = BD cos ßa + DC cosy« 
CA cos/S/S, =B CDcosyß + DA cos aß 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD 
multiplicirt und summirt^ erhält man die angegebene Relation, 
weil AD = — DA, u. s. w. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (II) zu er- 
kennen, bezeichne man die Ebenen , auf welchen die Flächen des 
Tetraeders .4 J9C, ACD, CBD, BADViegen, der Reihe nach durch 
d, b, a, c, und die Geraden, auf denen die Kanten AB, BC, . . 
liegen^ durch cd, ad, .. . Dann ist auch dem Zeichen nach 
{§. <5, 3) 

BABCD.CA s A B,A C.CA, AD sin cd^bdsmbd^'bcsmdb 
= hABC.ACD sinbd 

und durch Vertauschung 



*) JoACHiMSTHAL Grelle J. 40 p. 45. 
**) Gabnot m^m. sur la relation qui existe etc. 27. 
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^BADC.BD =r ^BAD.BDC^mca 

Nun i&iBADC = ABCD, BDC = CA/), also erhält man durch 
Multiplication, wenn man das Product der Flächen des Tetraeders 
durch p bezeichnet, 

9ABCD*.CA.BD = 4 p sin ca sin 6d 

und daher*) 

9 AB CD* sin CO sin 6d sin a6 sin cd sinftcsinad 



(III) 



4p 



CA. BD 



AB. CD 



BC.AD 



Es kann also von den Gleichungen (I) und (H) eine aus der andern 
abgeleitet werden. 

11. Wenn bei den obigen Voraussetzungen (4) der NuUpunct 
der orthogonalen Coordinaten durch 0, die Quadrat -Distanzen 
A^Bj^j Oi4,2^ OB^^ durch d^^^, r,-, ^^ bezeichnet werden, so ist 

u = Xi^ + vi^ + V Qk = h^ + nk^ + C** 

= n + (>A - "^^ih - 2 y.'/A - ^^ik 
und nach §.6,4 



^±d««dn 



n < «• I/o ^0 

n ^ a;» i/i jsfj 



4 (», -2|o -21?« -U«' 
^ ei -2|i -21,^ -1^, 



folglich 



2±d,, .. d„ = 
2-±d., . . d,, = ^{rhxyz][q\ | ij 

-^±doo.. da, 

- K[rhxy){Qh I17) - 4(r1 |/«)(p< 1; fl - 4 (r 4 ;8x)(^1 ^fl 
-8(ra;|/j5)(4 | iy C) - 8(4 a?i/z)(e|i?C) 



wobei 



(r \ xy z) =5 



*•« ^ ^0 Vi «• 
n < «1 S/i «1 



u. s. w. gesetzt ist. 

Wenn man Sl Reihen jedes Systems die eine durch r^ , die andre 
durch Qq dividirt hat, so erhält man bei unendlich grossen Tq , q^ 



*) Bretsghneider Geometrie §. 677. 
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§.16, H. 



^* = ^ 



-i = ?i = *i = -' = o 



(11) 



(III) 



wobei 



?0 


1 


4 




5o ^ 


I. -0 

(»0 


r die einfacheren Gleichungen 






4 . . 4 




(I) 




4 d„ . . d.. 


s 


• 4 

4 d„ . . 


4 

du 

du 


= 8 


4 J?, s/i ^1 


^ fi Vi C^ 


4 (i„ . . 


< «4 1/4 *4 


< ^4 ^4 ^4 




= 288 .4j4i4,^, . B, B^B^B, (3) 


1 


1 




4 d„ . 


du 


= - 4(4ici/)(4|,,) -4(4a;i5)(4|0 
-4(4yjj)(4i,f) 


^ dn . 


d,3 











=s — 4 ilj il,^, . Bi Äj Ä, cosny (4) 



(4 0? y) = 



u. s. w. 



^ a?i Vi 

< a?, y, 

< «8 l/s 

Wenn die Puncte des zweiten Systems der Reihe nach mit 

den Puncten des ersten Systems, 1^^; Vky ^kf Qk) ™^^ ^kf Vkf Hf 
rj^ zusammenfallen^ so ist d^]^ = dj^^ und d^^ s= 0. 



12. Die Gleichung (Ij ist unter der Voraussetzung, dass das 
zweite System mit dem ersten zusammenfällt [d^j^ =s dj^^ , d^^ = 0) , 
als Gleichung zwischen den Strecken , welche 5 Puncte des Rau- 
mes unter einander verbinden, von Cayley 4847 Cambr. math. 
J. 2 p. 268 in der obigen Gestalt und durch Mittel, welche von den 
oben angewandten nicht wesentlich verschieden sind, aufgestellt 
worden. Diese besondere Gleichung kommt in anderer Gestalt bei 
Lagrange sur les pyr. 1 9 vor, und ist wiederholt jedoch ohne über- 
sichtliche Resultate von Carnot (G^om. de pos. 359, M6m. sur la 
relation qui existe etc. 58) bearbeitet worden. Vermöge derselben 
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Gleichung ist z. B. ci|5 durch die übrigen Strecken bestimmt, und 
zwar zweideutig, in Uebereinstimmung mit der Construction, 
durch welche jene Strecke aus den übrigen gefunden wird. 

Die Gleichungen (II) und (III), welche Staudt a.a.O. gegeben 
hat, sind in obige Gestalt durch Svlvester Philos. Mag. 1852, II 
p. 335 gebracht worden. Dies^ben enthalten den von Jungius 
(Biographie von Guhrauer p. 297) undEcLERNov. Gomm. Petrop. 4 
p. 1 58 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums 4urcfa die Kan- 
ten , sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksfläche durch 
die Seiten a^ b, c 



- -le^JjV = 



14 4 

1 c« &* 
4 c' a' 



\ 



a b c 

a a c b 

b c Q a 

c b a 



Vergl. §.3,4 und §.5,6. Die Gleichung 



d,2 du 



4 
du 



di* ^2- 



= 



enthält die Bedingung , unter der die Puncte A^, A2y A^y A^^ auf 
einer Ebene liegen, und stimmt tiberein mit der Gleichung zwischen 
den Strecken^ welche diese Puncte unier einander verbinden 
(Jungius und Euler Acta Petrop. 6 , I p. 3). 
Unter der Bedingung 

4 4 4 

dl, d„ 



= 



d» d., 

liegen die Puncte A^, A2J A^ auf einer Geraden. Bei jeder Lage 
der 3 Punkte auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser 
Determinante (§. 5, 6). 



13. Die aus den Elementen d^j^ gebildeten Determinanten 
können aus den Determinanten abgeleitet werden, deren Elemente 
Producte von zwei Strecken AA^ , BBjf. mit dem Cosinus des Win- 
kels ihrer Geraden sind. Wenn man AB^^ -^^k^i A^B^ durch 
Üqq, doj^; d^ bezeichnet, so ist (1, III) 
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Daher wird die DetermiDante mien Grades 

4 



(-8)^ 



Cn 



nach Verbindung der ersten Colonne mit den übrigen Golonnen 



1 dji — (f,, d|, — dl, 
< d„ — d,, d„ — da. 



1 

d„ 1 d,i — d„ 



4 1 



eine Determinante (m + 2)ten Grades. Ebenso wird die Determi- 
nante (m -h 1)ten Grades 



(-2)" 



4 4 

Co, c. 



^«i 



1« 



4 4 
4 d„ d., 
4 d„ d„ 



4 4 

-Jc„ -8c„ 

-ac., -8c« 



eine Determinante desselben Grades durch Verbindung der ersten 
Colonne mit den folgenden Colonnen und der ersten Zeile mit den 
folgenden Zeilen. 

Aus den bewiesenen Sätzen folgt: das Product von zwei 
planen Polygon-Flächen mit dem Cosinus des Winkels g> ihrer 
Ebenen , sowie das Product von zwei Polyeder-Volumen ist eine 
ganze Function der Quadrate der Strecken, welche die Eckpuncte 
der einen Figur mit denen der andern verbinden (Staubt a.a.O.]. 



Die planen Polygone A^ A^A^A^. ., B^ B^B^B^^ . , 
die Flächen 



haben 
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1 


4 


i 






d^, 


d„ 


- 


dn 


d,t 


d.. 








1 


4 


4 


4 


«»u 


d» 


d, 


1 


d.. 


d» 


d, 


4 


<».. 


d„ 


d, 



Daher ist A^A2A^A4^ . . X B^B^B^B^ . , X cosy 

= i4ji4j^, . ByB^B^ cos(f + A^A^A^ . B^B^B^ cosy + . . 


Eine mehrseitige Pyramide lässt sich aus Tetraedern zusam- 
mensetzen , ein Polyeder aus Pyramiden, die einen Eckpunct des 
Polyeders zur gemeinschaftlichen Spitze haben und deren Basen 
die Flächen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elem. d. Math. 
Stereometrie §. 8. Demnach kann das Product der Volume von 
zwei Polyedern als Summe von Producten aus jedesmal zwei Te- 
traedern , mithin als Summe von Determinanten 5ten Grades der 
angegebenen Art dargestellt werden. 

14. Wenn die Puncto A^^ A^, , , auf einer gegebenen Kugel 
um das Centrum B^ und die Puncto B^ B<ij ,, auf einer gegebenen 
Kugel um das Centrum A liegen, so ist 

AiB" + ABk^ - Jß^ = p 

eine gegebene Grösse, und 

ein Ausdruck von 4 Gliedern, so dass man nach §. 6, 4 

(I) Z±d„..d„ = 

findet für 2mal 5 Puncte je einer Kugel. U. s. w. Auch kann 
man sich der Substitution 

bedienen und erhält 

4 



(-2)" 






P P 

d-, d-, 



dii dj, . 
d,, d,j • 



+ P 



4 4 

4 du dl, 

1 d,i d„ 



Digitized by VjOOQ IC 



§. <6, U. 



(11) 



du 




. • 


+ P 


<*« 


\ 



(im 



du 
d.i 



+ P 



4 
< d.i 



4 

dl. 

d«. 

4 

d.. 



4 
d.4 



SS 



+ 8^±CjjC„C3, 



für 2mal 4 uod 2mal 3 Puncte je einer Kugel. Also ist (H) 

und wenn bei zwei Dreiecken einer Ebene die Centren der um- 
geschriebenen Kreise durch B und A bezeichnet werden, 

J? ± d„ . d,3 = p . ^,^,^ . B.B^B^ 

Wenn man durch 8 einen gemeinschaftlichen Punct der bei- 
den Kugeln oder Kreise bezeichnet, so hat man 



p ^ AS" •¥ BS" - AB* 



%AS . BScosw 



wobei w den Winkel der Geraden AS, BS d, i. den Winkel der 
beiden Kugeln oder der beiden auf einer Ebene liegenden Kreise 
bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Determinante JS ± cfn . . (^44 , 
deren Elemente die Quadrate der Strecken sind, welche 4 Puncte 
mit 4 andern Puncten verbinden, dem Product der beiden Tetra- 
edervolume proportional ist, und übrigens nur von der Grösse 
und dem Abstand der umgeschriebenen Kugeln abhängt. Sie ist 
null , wenn die beiden Kugeln sich rechtwinkelig schneiden, und 
insbesondere auch dann , wenn die 4 Puncte des einen Systems 
auf einem Kreise liegen. 

Die Determinante 2±dxi . . ^44 ist die erste unter den Sub- 
determinanten 4ten Grades, welche zu dem System der 25 Ele- 
mente 



4 

du 
du 



*) SiBBECK Grelle J. 62 p. 454. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 46, 45. 



223 



gehören. Die ttbrigen Subdeleitninanten desselbeD Grades kön- 
nen aus jener abgeleitet werden ; man findet z. B. 

1 dl« <*i, d^^ 

weil bei der Vereinigung des Punctes B^ mit dem Centrum B 
p = ilB* + BA^* - AB^ = (i„ = d„ « d„ = d,. 

Beim Zusammenfallen der beiden Systeme ist d^,- = d^j^, 
d^i = 0, p = 2-4yli2^ uii(] nnan orhMlt ausser der Gleichung zwi- 
schen den Strecken, weiche 5 Puncte einer Kugel unter einander 
verbinden (Catlbt Cambr. math. J. 2 p. 268), die oben (8) be- 
wiesenen Gleichungen. 

15. Wenn die sphärischen Dreiecke ^41^42^43, BxB^B^ auf 
einer Kugel liegen, deren Radius eine Längeneinheit ist, und die 
Puncte A^ , B^ im Centrum dieser Kugel vereint sind, so ist 

-?±di, . . (^44 + 288 p . A^A^A^O . B^B^B^O = (14) 
d«4 = 0» d,4 = d,4 = dj^ = d^, = d^, = d„ = 1 



und übrigens 
Nun ist 

-?±d„..d,. 



du =s 4 sin'^iljB^ =s 2 ~ 2 coSiljBj^ 



4 



4 2 — 2c0Si4|B, 
4 2 — 2cos^/}, 
4 2 — 2cös>4,Ä, .. 4 coSiigBi 

iO = sini4ii42i43 sin^iP2^3 (3) 
t, /}, cos A, B^ cos i4, B. 



und ^^A^A^A^O . B^B^B^O = sini4ii42i43 sin^^^ 
cosi^jÄi cos^iiS, cos-^jB, 

S3 C0SJ,Bi COSilgB, COSilgB, 

cos A^ B| cos jI, B, cos i, B, 



4 

4 C0Si4, B| 

4 COSilgBi 

4 cos A^Bi 



folglich durch Addition *) 

2p 4 



2p 

4 

4 



C08ii|Bi 

cos^,B| 
C0Si4,Bi 



cos il, B, 
coSil^Bt 

C08il,B, 



4 

cos^jB, 
C0Si4,Bi 
C0Si4,B, 



*) SiBBECK a. a. 0. 
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Um die Gr()sse p sphärisch auszudrücken, braucht man die 
sphctiibcben Centren P und Q der Kreise ^41^4.2 ^3 ^^^ ^i^2^3- 
Die Geraden OP^ OQ enthalten die Centren B, A der Kugeln 
i4i^2^3Ö> ^1^3 Ä^ö und sind Diameter, also ist cosPQ der Cosi- 
nus des von den Geraden AO, BO gebildeten Winkels, mithin 

p = 2i40 . BOcosPQ , 2p = OP . OQ cos PQ 

Nun ist OP cos PA^ = OA^ = 4, OQcosQBi = OB^ = 1, 
folglich 

COS PA^ cos QÄi 

Wenn die Kreise ^41^42^43 und B^B^B^ in R sich schneiden, so hat 
man 

cos PQ = cos PR cos Äö + sin PÄ sin RQ cos QÄP 
2p = \ + tangPÄ lang ÄQ cos ^ÄP 

Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist 2/) = i. 

Weitere Untersuchungen auf diesem durch Caylbt und 
Joachimsthal eröffneten Gebiet haben Kronecker Crelle J. 72 
p. 152, Bauer Münchener Acad. 1873 p. 345, Darboux Ann. de 
r^c. normale 1872 p. 323, Frobeniüs Crelle J. 79 p. 185 gegeben. 

§. 17. Polygonometrische und polyedrometrische Relationen. 

1. Wenn die Seiten AB^ BC, . . , MN, NA eines beliebigen 
Polygons nach willkürlicher Festsetzung der positiven Richtungen 
der Geraden , auf denen sie liegen , die Werthe o^ , »2 , . . , a,, 
haben, und cosp^ den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die 
Gerade der tten Seite mit einer beliebigen Geraden bildet, so ist*) 

«1 coSpi + ttj cos^, + . . + a„ cos^ = 

Sind nämlich A^, B^^ .. die orthogonalen Projectionen von A^ B,. . 
auf eine beliebige Gerade, so hat man 

iliBj + Bj Ci + . . + M^N^ + NiA^ = 

unter der Voraussetzung , dass Ai B^ = — B^A^j n, s. w. Nun 
ist allgemein A^B^ = AB coSpj , wie auch die Richtung der posi- 

*) Lexell Nov. Comm. Petrop. 49 p. 4 87. L'Hüilier polygottomötrie 
p. 20. Carnot göom. de pos. 254. 
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tiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und A^^B^ 
sind, angenommen werde, weil bei Vertauschung einer Richtung 
mit der entgegengesetzten zwei der Grössen A^B^^ AB^ Gosp^ das 
Zeichen wechseln. Durch Substitution der Werthe von A^ B^ , 
^1 Cj , . . findet man die angegebene Fundamentalgleichung der 
Polygonometrie. 

Wenn umgekehrt C4 , 02 , . . , a„ Strecken von gegebener Rich- 
tung und Grösse sind, und cosp,- den Cosinus des Winkels bedeu- 
tet, welchen die Gerade, auf welcher die «te Strecke liegt, mit 
einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe 

S = Ol coSp, + a, coSp, + . . + a^ coS|^ 

versch windet , wie auch die willkürliche Gerade angenommen 
werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon , wenn man nach 
willkürlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Richtungen zu 
verändern, mit dem Ende der ersten den Anfang der zweiten, 
mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. vereint. 
Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit dem Anfang der 
ersten nicht zusammen , so würde die Summe S im Allgemeinen 
nicht verschwinden, was der Voraussetzung widerstreitet. 

2. Der Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig be- 
stimmt, wenn nicht nur der Sinn, in welchem sein Perimeter zu 
durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Normalen 
seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene gegeben ist. 
Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass ihm die positive 
Richtung der Normalen aufwärts gehend erscheint; je nachdem 
nun die durch die Ordnung der Eckpuncte gegebene Drehung mit 
dfer Drehung, durch welche positive Winkel und Flächen beschrie- 
ben werden , einerlei Sinnes ist oder nicht , wird der Inhalt als 
positiv oder negativ bezeichnet. In gleicher Weise ist zur unzwei- 
deutigen Bestimmung des Inhalts jedes planen Polygons der Sinn 
seines Perimeters erforderlich. 

Bei einer Fläche eines gegebenen Polyeders kann der Sinn 
ihres Perimeters willkürlich bestimmt werden. Bei jeder mit 
dieser Fläche durch eine gemeinschaftliche Kante MN verbundenen 
Fläche des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so angenom- 
men , dass die vereinigten Theile der beiden Perimeter einander 
entgegengesetzt sind, also der eine durch MN^ der andre durch 

Baltzer, Determ. 4. Anfl. {^ 
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iV3f ausgedrückt wird*). Wenn z. B. eine Fläefae des Tetraeders 
ABCD durch ABC ausgedrückt wird, so sind die übrigen Flächen 
durch CBD, BAD, A CD auszudrücken. Ist ABCD eine Fläche 
eines Hexaeders , so sind /)CC'D', CBB'Ü,BAAW,ADD'A\ 
D'CB'A' die übrigen Flächen. U. s. w. 

Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrückten 
Flächen eines Polyeders nach willkürlicher Festsetzung der posi- 
tiven Richtung der Normalen und des positiven Sinnes einer jeden 
Ebene die Werthe «i , a2 , . . , a„ haben , und wenn durch cos p,- 
der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, welchen die Ebene der 
/ten Fläche mit einer beliebig hinzugefügten Ebene bildet, so ist**) 

«1 COSpi + «j COSp, + ..+«„ COSp„ = 

Beweis. Man bezeichne die Normalprojectionen der Eck- 
puncto A, B, C, . . auf die beliebig angenommene Ebene durch 
^i j ^1 7 ^1 ) • • • ^^^ Summe 2 der Projectionen der Polyeder- 
öächen besteht aus der Summe aller Dreiecke , welche einen be- 
liebigen Punct der Prqjectionsebene zur gemeinschaftlichen Spitze 
haben, und deren Basen die Seiten der durch Projection der Poly- 
ederflächen entstandenen Polygone sind. Die Summe dieser Drei- 
ecke enthält aber zu jedem Dreieck OM^Ni auch das entgegenge- 
setzte ONiMij folglich verschwindet sie und mit ihr die Summe 
2. Nun ist die Projection der iten Fläche 

FiGifTi .. « FGH , . coSpi 
also verschwindet die Summe a^ coSpi -f- a2 coSp2 -♦- • • • 

Znsats. Construirt man auf den Normalen der Flächen des 
Polyeders je eine Strecke «i , «2 7 • • > »n proportional den Werthen 
^1 7 ^2 7 • • 7 ^n ^^^ Flächen , zu denen die Normalen gehören , so 
ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 

Oj coSpi + a, cospj + . . + a^ coSp^ = 
wo nun unter cosp,- der Cosinus des Winkels verstanden werden 



*) Dieses Princip ist von Möbiüs Statik §.55 angedeutet» in den Leipuger 
Berichten 4865 p. 31 als »Gesetz der Kanten« aufgesteUt worden. Vergl. des 
Verf. Elem. d. Math. Stereom. §. 8, 46. 

**) L'HuiLiER th^or^mes de polyedr. 1799 (M6m. präsentäs ä l'Inst. 1. 
4805 p. 264). Carnot I. c. Die Voraussetzungen, unter welchen die Glei- 
chung gültig ist, werden in diesen Schriften nicht genau angegeben. 
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kann, den die Gerade , auf der die Strecke a,- liegt, mit der Nor- 
male einer beliebigen Ebene; d. h. mit einer beliebigen Geraden 
bildet. Daher erhält man (4) ein geschlossenes Polygon, wenn 
man, ohne die Richtungen der Strecken % , 02 , . . , a^ zu verän- 
dern , mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang der zweiten^ 
dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. 
vereint. Es giebt also für jedes Polyeder ein zugehöriges Po- 
lygon, dessen Seiten und Winkel den Flächen und Flächen- 
winkeln des Polyeders gleich sind, so dass jede polygonometrische 
Gleichung zwischen den Seiten und Winkeln des Polygons eine 
polyedrometrische Gleichung zwischen den Flächen und Flächen- 
winkeln des Polyeders ist. 

3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe nach 
mit den einzelnen Geraden ( Ebenen] der Polygonseiten (Polyeder- 
flächen) vereinigt, erhält man das System von homogenen linearen 
Gleichungen (4) 

a^ cos„ + a, cosij + . . + a„ cos,„ = 

tti cos„i + a, cos„2 + . . + a„ cos„„ = 

worin cos ,-,• =x 4 , cos j^.^ s= cos,jt ist. Das System 
coSi, . . cos,- 



hat die Eigenthümlichkeit; dass alle seine Subdeterminanten 4ten 
und höhern Grades zufolge des §.46, 2 bewiesenen Satzes null 
sind. Man kann also aus dem obigen System für n = '^ die Pro- 
portion der Seiten eines gradlinigen Dreiecks , für w = 4 die Pro- 
portion der Seiten eines unebenen geradlinigen Vierecks und der 
Flächen eines Tetraeders goniometrisch ausdrücken. Dagegen 
bleibt die Proportion der Seiten eines andern Polygons und der 
Flächen eines Polyeders unbestimmt. 

Wenn die Seiten des Vierecks OPQR auf den Geraden 
X, y, Zy r liegen, so hat man ausser der Gleichung 

OP cospx + PQ cospy + QR cospz + RO cospr = 

die 4 besondem Gleichungen , welche durch das Zusammenfallen 
von p mit x, y, z, r sich ergeben, 

15* 
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OP cos XX + PQ cos xy + QR cor xz + ROco&xr » o 
OPcosyx + PQcosyy -i- QRcosyz + ÄOcost/r = 
OPcoszx + P^cosjsi/ + QRcoszz -i- ÄOcoszr = 
OP cos ra? -•- PQ cos ry -i- QRcosrz + ÄO cos rr = 

Aus diesem System folgt nach Muttiplication mit OP, PQ, QR^ 
—RO durch Addition die Gleichung, welche eine Seite durch die 
übrigen Seiten und deren Winkel bestimmt. Zufolge desselben 
Systems verhalten sich OP, PQ ^ QR, RO zu einander, wie die Ad- 
juncten einer Zeile des Systems der Coefficient«n (§. 8 , 3) 

cosa^o; cosxy cosxz cosxr 

cosyx cos yy cos yz cosyr 

coszx cos zy cos zz cos zr 

cosrx cos ry cos rz cos rr 

Nun ist (§. 46, 3) 



cosxy cosxz cosxr 
cosyy cosyz cosyr 
cos zy cos zz coszr 



s= siQxyz sinyzr 



u. s. w. Daher folgt*) 

OP : PQ : QR : RO = sinyzr : siüzxr : sinxyr : — sina^yjs 

und die Fundamentalgleichung der räumlichen Goniometrie 
sinyzr cospa? + sin zxr cospy + sinxyr cospz = sin xyz cospr 

4. Die Distanzen einer Geraden von 3 Puncten derselben 
Ebene, so wie die Distanzen einer Ebene von 4 Puncten sind nicht 
unabhängig von einander, sondern durch eine Gleichung verbun- 
den. Wenn von der Ebene, welche die durch den NuUpunct 
gehende Gerade w in iV normal schneidet , die gegebenen Puncte 
i4, B, C, D [x^, ^1, J3i ; ^»2 , 2/2 7 ^2 ; • •) die Distanzen M^, M2yM^j M4 
haben, so findet man durch orthogonale Projection von NAj NB, . . 
auf n 

M^ = NO + Xi cos a;n + yj cosyn + z^ coszn 
M^ = NO + a?4 cosa;n -1- y^ cosyn + z^ coszn 



*) Andere Ausdrücke dieser Proportion enthält der Aufsatz des Verf. 
Grelle J. 46 p. 450. Der gleichlautende tetraedrometrische Satz von den 
Flächen eines Tetraeders ist bekannt« Vergl. oben §. 46, 6. 
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4 lineare Gleichungen für NO, coscnn, cosyn, cos;sn. Nun sind 
cosacn, cosyn, cos jsn durch eine Gleichung verbunden (§. <6, 2), 
folglich auch Mi, M2, M^j M^. In der Auflösung (§. 8^ 4) 



< ^1 Vi 



1 Jlf, 1/1 Zx 



4 a?4 1/4 «4 < -^^4 2/4 «4 

hat cosxn den Coefficienten 6ABCD : sinxyjs (§•''0, 6)- 
Element ifi hat die Adjuncte 

< 2/4 «4 



Das 



sinyz 



wenn B'GD' die Projection von jBCD auf ^js durch Parallelen der 
X ist. Bezeichnet man durch h^^ A2 ^ ^3 , ^4 die Höhen des Tetra- 
eders, so ist (§. 45, 4) 

B'C'D'cosaJic' = BCDo^^^xh^ 
sint/Ä cosa?aj' = 9\\ixy% iBCD.h^ = öilÄCD 

daher die gesuchte Adjuncte 

^ BÄBCD cosxh^ 
sin xyz h^ 

u. s. w. Die für cosojw sich ergebende Gleichung 

JLf Af JLf M 

cosxn + -~ cosxh^ -1- — cosa?^, -i- -7-^ cosxh^ + ^ coBxh^ = 

Ä, Ä, Ä, A4 

nebst den entsprechenden Gleichungen für cosyn, cosjsn giebt zu 
erkennen , dass die Strecken 4 der Richtung n^ Mi', h^ der Rieh- 
tung Äi, M^'h^ der Richtung A2, u. s. w. mit den Seiten eines 
Fünfecks parallel ^und gleich sind (4). Die 2 analogen planime- 
trischen Gleichungen zeigen an, dass die Strecken —4 der Rich- 
tung n, Ml : hl der Richtung Äj, u. s. w. mit den Seiten einos 
Vierecks parallel und gleich sind. Demnach ist (3) 



die gesuchte Gleichung*). 






= 4 



*) Die planimetrische Gleichung ist von Salmon plane curves 4852 
p. 40, die stereometrische von Kronecker Grelle J. 72 p. 464 auf andern 
Wegen entwickelt worden. 
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5, Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises A^ B y 
Cj D kann durch die Eigenschaften der Winkel ^ Strecken, Flä- 
chen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, ange- 
geben werden. Nach dem in EccLmss^ Elementen enthaltenen 
Theorem ist die Winkeldiflferenz AGB ^ ADB entweder oder 
180®, mithin allgemein*) 

(I) 'i[ACB'' ABB) = 

wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Winkel 
von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn beschrie- 
ben werden. Der Winkel 360® ist gleichbedeutend mit 0. 

Nach dem Theorem des Ptolbmäus (Almagest I, 9) ist femer 

(II) }/p + j/^g + v^r = 

wenn die Producte aus den Quadraten der gegenüberliegenden 
Strecken, welche 4 Kreispuncte Aj B, C, Z) verbinden, durch 
p, q, r bezeichnet werden. Indem man die Norm des irrationalen 
Trinomium = setzt, findet man die rationale Gleichung zwischen 
den Quadraten der Strecken, welche durch die genannten Puncte 
bestimmt sind. Eine der letztern analoge Gleichung giebt es für 
die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte einer Kugel ver- 
binden. 

Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines 
Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern 
Puncte, wovon die letztere in einem Theorem Feuerbach^s (Unter- 
suchung der dreieckigen Pyramide p. 45) enthalten ist, welches 
Cayley (Cambr. math. J. II p. 268) und Lughterhandt (Grelle 
J. 23 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat Möbics 
(Grelle J. 26 p. 26) aus barycentrischen Principien abgeleitet. 
Gayley*s Verfahren, das auf dem Gebrauch der Determinanten be- 
ruht, ist folgendes. 

Die Puncte ^4, jB, 0, Z) eines Kreises seien in Rezug auf ein 
System orthogonaler Axen, dessen Anfang ist, durch die Goordi- 
naten a?, i/; a?i, y^ ; X2 , ^2 ; ^ ? ^3 gegeben Man hat, wie bekannt, 



x^ 


+ y* 


= 


a 


+ hx 


+ 


cy 


• 


+ 1/1^ 


= 


a 


+ hx^ 


+ 


C2/i 



x^ + y,* =: a + 6a?, + cy. 



*) MöBiTJs Kreisverwandtscbaft §. 14. 
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X 
X. 



= 



Die Entwickeiung dieser DetermiDante nach den Elementen der 
ersten Colonne mit Rücksicht auf §. 45, 5 giebt: 

QA^ . BCD - 05' . CX>A ■•- OC . DAB - OD» . .IBC = 

Wenn man OV normal zur Kreisebene construirt und die Identität 
{§. 15, 5) 

OP'iBCD - CDA + DAB - ABC) = 

ZU der vorigen Gleichung addirt, so kommt 

(IV) PA^ . BCD - PB^ . CDA + PC . D.4B - PD« . ABC = 

worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere 
ist, wenn P mit D zusammenfallt, 

DA* . BCD + DB* . CAD + DC« . ilÄD = 

In gleicher Weise seien die Puncte i4, B, C, />, j& einer 
Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die Coor- 
dinaten x, y, z; \x, s. w. gegeben. Aus den Gleichungen 



y'' 



= a + 6a? + cy -^ dz 



folgt 



^/ + ^4* + «4* =» ö + 6a?4 + C1/4 + dÄ4 



(V) 



^4* ■»■ 1/4* + «4* * ^4 1/4 «4 

Die Entwickeiung dieser Determinante giebt (§. 15, 6) 

(VI) 0^« . BCDE + 05« . CDEA + OC* . D5.1Ä 

+ OD« . £il5C + OE^ . ilBCD = 

worin irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den in 
§. 1 5, 7 angenommenen Bezeichnungen hat man 

^ . OE« + |Ui . OA^ + fi^ . 05* + /U3 . OC* -h ^4 . OD« = 

d. h. wenn jm^, jM2, ^1/3, /M4 die coordinirten Coefficienten von E in 
Bezug auf die Pyramide ABCD sind , so ist ftir alle Puncte auf 
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einer um das Cenlrum E beschriebenen Kugel ^^ . OA^ -H fi2 . OB^ 
+ fi^ . OC^ -h fi^ . 0/>2 coDstant (Feuerbach) . Insbesondere ist 

AB^ . CDEÄ + AC* . DEAB + ilD« . EABC + ^£« . ABCD = 
/IX . DE* -1- 1«! . DJ« + f4^ . Dfi« + ^, . DC = 

Wenn man die Determinanten (III) und (V) bezüglich mit 



y 



— 2a; — «1/ 



l/« + Ä* - 2aj - 2j/ - 2ä 

1/4* + «*' -2j;, -2y, -2af, 

multiplicirt, so findet man 5 ± doo • • <^33 ^^d 5 ± doo • • ^44 (§• ß> 3) , 
wobei im ersten Falle 

do« = a;' + y* + aj» + y' - 2 a;' -23/* =0 
d^j =s aj« -H y« + a?!* + j/j* - 2 asa?! - 2 t/i/^ = ilB* 
d,2 = a?' + 1/* + V + !/«'- 2 a;a?2 - 2 yj/, = i4C« 
u. s.w., im zweiten Falle 

doo = a?* + y' + js* + aj* + y' + Ä* - 2 aj'' - 2 j/' - 2 ä« =0 
d„ = a?» + 1/* + ä' + a?,' + 1/1* + V - 2a;a7, - iyy^ - 2jsjj, = ÄB^ 

u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den 
Strecken, welche 4 Puncto eines Kreises verbinden, folgende 

(Gayley) : 

d„ 



(VII) 



= 



worin d^k ^^s Quadrat der Strecke vom eten bis zum Alen Puncte 
bedeutet. 

Die analoge Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 
Puncte einer Kugel verbinden, lautet (Cayley) : 

doi <<02 ^M «^M 

^91 ^ <<ia ^IZ ^lA 

<^08 <*i3 <*a» d,, 

d«* <*i4 d«4 d-- 



(VIII) 



Vergl. oben§. 16, 12 und 14. 
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6. Die gefundenen Relationen (III) bis (VIII) gelten für Puncte 
, einer Linie oder Fläche 2ter Ordnung mit endlichen Hauptaxen, 

wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben Diameter 
misst*). 

Beweis. Man bezeichne durch den Anfang der mit den 
Hauptaxen parallelen Coordinaten, durch Xi—x, yi — y, Zi—z 
und t,UjVd\e Normalprojeclionen der Strecke AB und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter MN der Fläche auf die 
Hauptaxen derselben. Dann' ist wegen der Aehnlichkeit der 
Figuren 

Nun sind tj Uy v durch die Gleichung 

verbunden, folglich 

AB' 

Wenn nun der Punct x^ y^ z auf der Fläche 2ter Ordnung liegt 
so hat man 

aa^ + 6t/* + cjs* = a' -h h'x + c'y •¥ d^z 

u. s. w. , wie oben , während an die Stelle von 0^4 , 05 , AB , . . 
deren Verhältnisse zu den halben Diametern der Fläche treten, die 
mit den Strecken parallel sind. 

7. Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner 
Brennpuncte und 3 andere Puncte A^ B^ C bestimmt ; daher 
müssen 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct dessel»- 
ben eine gewisse Relation haben. Die Rotationsfläche zweiten 
Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine 
Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte und 4 
andere Puncte A, B , C, D bestimmt, so dass eine Relation zwi- 
schen 5 Puncten einer solchen Fläche und einem ihrer Brenn- 
puncte bestehen muss. Diese Relationen sind von Möbics (Grelle 
J. 26 p. 29) angegeben und bewiesen worden. 



*) Die Geltung der obigen Sätze für Ellipse und Ellipsoid hat Brioschi 
Grelle J. 50 p. 236 bemerkt. 
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Man kann dieselben aus dem bekannten Satze ableiten , dass 
der Radius Vector OAssr eines Regelschnitts oder einer Rotations- 
fläche der angegebenen Art eine lineare Function der Coordinaten 
X y y oder x, y^ z des Punctes A in Rezug auf beliebige Axen ist. 
Sind Xi , yi oder a?i , y^ , jsj die Coordinaten von B u. s. w. , so 
bat man 



r = a + ftoj + cy 



r = a -i- bx ■¥ cy -^ dz 



= a + 6CF3 + cj/. 



r^ = a -h bx^ -h cy^ + djj< 



folglich (§. 8, 2) 



r 4 






y 
Vi 
Vi 
Vz 



X 
X. 



y 



4 



1/4 



= 



d. h. 



(§.45,5.6) 

OA.BCD - OB, CDA + OC.DAB - OD. ABC = 

0.4 . BCDE + OB . CDEA + OC DJBilB 

•4- OD.SABC -4- OE.ABCD =^ 

Wenn ^4, jB, C, /) auf der Rotationsfläche und zugleich auf 
einer durch gehenden Ebene liegen , so ist ABCD == und 

BCDE : - CDAE : DABE : - ABCE 
= BCD : - CD^ : DAB : - ilBC 

folglich 

OA . BCD - OB . CDil + OC.DAB - OD . ABC = 

d. h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer Brenn- 
puncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten, 
für welche jener Punct ein Brennpunct ist (Möbiüs a. a. O.) . 



8. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
Ay B, C, Dy E^ deren Coordinaten in Bezug auf 3 beliebige Axen 
^1 ) yi > ^1 5 ^ 7 ^2 > ^2 ^« s. w. sind, findet man, indem man die 
Identität (§. 2, 3) 



X, 



1/1 
1/2 

!/5 



= 
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nach den Elementen der ersten Gotonne entwickelt und die ge- 
fundenen Determinanten iten Grades nach §. i5, 6 deutet, 



(I) 



BCDE -I- CDEA + DEAB + EABC + ABCD 



vergl. §. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder 
durch ihre Kanten ausdrückt (§. i6, 42) , so erhält man eine irra- 
tionale Gleichung , deren rechte Seite Null ist und deren linke 
Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten 5ten 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren , hat man die 
Norm der linken Seite gleich Null zu setzen, d. h. das Product 
aus den 4 6 Werthen , welche die linke Seite vermöge der Zwei- 
deutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln annehmen kann*). 
Die Norm der linken Seite besitzt aber einen rationalen Divisor, 
zu dessen Auffindung es genügt, die Gleichung (I) mit einem ihrer 
Glieder zu multipliciren , weil das Product aus zwei Tetraedern 
eine rationale Function von den Quadraten der Strecken ist, 
welche die Eckpuncte des einen Tetraeders mit denen des andern 
Tetraeders verbinden (§. 4 6; 12). 

Dieser Divisor der rationalisirten Gleichung ist die in §. 16, 
4 2 nach Gayley a. a. 0. gegebene Gleichung 
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= 



für die Quadrate der Strecken , welche 5 Puncte des Raumes ver- 
binden. 

Diese Determinante nach den Elefnenten der ersten Zeile ent- 
wickelt giebt 

wenn man durch d^j^ die Adjuncte des Elements d^j^ bezeichnet. 
Nun ist dj^i = dik, ^ik^=^ii^kk (§• 3, 5 und 8), folglich bei einer 
bestimmten Auswahl der Zeichen 



*) Vergl. Sylvester Cambr. and Dubl. math. J^ 1853 Mai. 
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womit nach §. 46, 42 die Gleichung (I) übereinstimmt. 

Analoge Bemerkungen sind über die Relationen zwischen 4 
Puncten einer Ebene , 3 Puncten einer Geraden zu machen. Es ist 
die Gleichung 
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<*M ^4 ^M 

oder bei gehöriger Zeichenbestimmung 

übereinstimmend mit Ä CZ) — CDA -hDAB —ABC^O d. \. 



und die Gleichung 
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y* 








4 


4 


4 


4 


d,. 


dia 


4 


dr. 





d« 



= 



= 



4 d„ d,, 

übereinstimmend mit AB-^ BC-^ CA = d. i. 
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X, 
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Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 5, VII und VIII. 
Wenn nämlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fern ist, 
so ist z. B. 

^»=5^=^ = ^=54 

und die übrigen 4 Puncto liegen auf einer Ebene. Und wenn von 
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4 Puncten eines Kreises einer unendlich fem ist, so liegen die 
übrigen 3 Puncte auf einer Geraden. 

9. Wenn der Kreis K den Radius r und sein Gentrum die 
rechtwinkeligen Goordinaten a, b hat, wenn der Kreis K^ den 
Radius r,- und das Gentrum a,, 6,- hat, wenn man 

Si = (a-a,-)«+ (6-6i)'- (r-u)' 

d. i. die Potenz des Punctes a, 6 in Rezug auf den um das Gen- 
trum a,-, 6,- mit dem Radius r—r^ beschriebenen Kreis, und 
analog 

= 5^+5^- «(a-aiKa-a^) - 2 (6 - 6,.) (6 - 6;k) + 2 (r - r,-) (r - r^) = 5^,- 

setzt : so werden die Kreise Äi , Ä2 , A3 von dem Kreis Ä' berührt 
unter den Redingungen ^1=0, S2 = 0, ^3 = 0, deren Differen- 
zen 2 lineare Gleichungen für a, 6 , r geben. Dazu ist^) 






6-6, 
6- 6j 
6-6, 






= S 



eine gegebene Function von a, b, Vj weil (§. 6, 3) 



s* = 



a'^a^ 6 — 6, 
0—0, 6 — 6, 



a — o, 6 - 










_(o-a») -(6-M 
-(a-aj -(6-6,) 
--(a^a,) -(6-6,) 






1*1 




1« 






= T«it 



von gegebener Grösse ist. Die Gleichung filr r aliein wird ge- 
funden, indem man 

4 

a — a^ 6 — 6| r — r^ 

a — a^ h-^h^ r — r^ 

a — a^ 6 — 6, r — r, 

mit der doppelten Fläche des Dreiecks der gegebenen Gentren 



*) Hertens briefl. Mittheilung 1872 April. Grelle J. 77 p. 102. 
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T = 






-4 



multipücirt , nämlich 



ST = 






4 


1 


-r + r, 





i^, 


-r^r^ 


i*,. 





-r-^r. 


i*i. 


i.. 



4 





= - Jifr -h AT 



Jeder Gombination der Zeichen von rj , r2 , r3 (und der ent- 
gegengesetzten Zeichen) entsprechen 2 entgegengesetzt gleiche 
Werthe von S , mithin 2 verschiedene Werthe von r . Für mehr 
Dimensionen wird die entsprechende Aufgabe durch dasselbe Ver- 
fahren gelöst. 

10. Lagrange (sur les pyr. 47] hat das grösste Tetraeder 
untersucht, dessen Flächen gegebene Inhalte besitzen. Nach der 
in §. 46, 6 angenommenen Bezeichnung hat man 

• 
und nach einer von Lagrange sur les pyr. 42 aufgestellten tetra- 
edrometrischen Gleichung (s. des Verf. Elem. d. Math.; Trigono- 
metrie §.6,5) 

Also sind yu , y22 > ^33 ^^^ * = ^23 "•" yai + Yn gegebene Grössen 
und ^* = -S±yi 1^22/33 61"^ Function von 3 durch eine Gleichung 
verbundenen Variablen, die ein Maximum werden kann unter den 
Bedingungen 

bV* _^ s= — 

^i "*"'^dy«i *" ' Öyj2 • oy,, 



bV' bs 



0, 






bs bV* 

Nun ist -x — ^ 4 und ^ ^ — hat als Adjuncte von y23 ^^ 

2 ± yiiy22y33 ^^^ Werth F*C23 (§. 7,2), u. s. w. Daher ist 
ein grösstes Tetraeder so beschaffen , dass 



d. h. es gehört zu den besondern Tetraedern, deren gegenüber- 
liegende Kanten normal zu einander sind und deren Höhen sich 
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in einem Puncte schneiden*) . Denn durch Projection von A A^A^ 
auf AA^ findet man 

AA^ cosr^r^ + A^A^ cosr^Q^ + A^A cosr^r^ = 

indem man durch r^, r2, r^y q^ die Geraden bezeichnet, auf 
denen AA^, ^A^j AA^^ A2 A^ liegen. Nun ist 

AAi.AA^ cos r^r^ = AA^ . AA^ cos r^r^, AA^ cos r^r, + A^A cos r^r^ = 

folglich A2 A^ cos TiQi = , 

Zur Berechnung der Elemente des gesuchten Tetraeders dient 
eine Gleichung 4ten Grades , von der eine positive Wurzel ohne 
Weiteres erkennbar ist. Es war aber von Lagrange nicht gezeigt 
worden , dass durch diese Wurzel und nur durch diese ein reales 
Tetraeder von grösstem Volum bestimmt wird. Diese Discussion 
ist von BoRCHARDT auf Grund einer neuen und umfassenden Be- 
handlung des ganzen Problems in 2 Abhandlungen (Berl. Acad. 
1865 und 1866 gegeben worden**). Den folgenden Auszug sei- 
ner Arbeit hat Herr Borchardt 1870 zur Mittheilung an dieser 
Stelle zu verfassen die Güte gehabt. 

I. Wo es nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, sollen im 
Folgenden a, b Zahlen bedeuten, welche die Werthe 0, 4 , 2, 3, 4 
durchlaufen ; i, k Zahlen, welche die Werthe 1,2,3,4 durch- 
laufen, Pj q Zahlen, welche die Werthe 2,3,4 durchlaufen. 
Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist nach 
jedem Summationsbuchstaben besonders zu summiren. 

Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich mit 
(ik) = (ki) , setze [ii] = , (lO) = (Oe) = 1 , (00) = , und nenne 
R die Determinante 5ter Ordnung der so bestimmten Elemente [ab) 
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(4 3) 


(4 4) 
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(2<) . 





{23) 


(24) 
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(34) 


(32) 





(34) 


1 


(44) 


(42) 


(43) 






Die 25 Unterdeterminanten erster Ordnung von R bezeichne ich 



*) Diese Bemerkung ist von L'Huiuer de relatione mutua capacitatis 
etc. p. 454 gemacht worden. Vergl. des Verf. Elem. d. Math., Stereo- 
metrie §. 6, 40. 

**) Vergl. Lebesgüe C. R. t. 66 p. 248 , Kronecker und Borchardt Ber- 
liner Monatsbericht 4 872 Juni. 
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mit Qf^^ = -TT-TT ' Dann werden das Gfache Volumen V des 

Tetraeders und die doppelten Inhalte Fi, F2, F3, F4 seiner Sei- 
tenflächen durch die Gleichungen bestimmt (s. oben §. 16, 13) 

Damit das Tetraeder real sei , ist es nothwendig und hinreichend, 

dass die 6 Grössen [ik) positiv , die 4 Grössen q^ = -j— negativ 

und R positiv sei, Bedingungen, welche sich in die eine zusam- 
menfassen lassen , dass die ternäre quadratische Form 

f - ^^ViVk iVx + y. ■»- y» •*■ 1/4 = 0). 

welche nach Elimination von y^ und unter Einführung der Grössen 

die Gestalt annimmt : 

eine definite negative Form sei, d. h. eine solche, welche 
für alle Werthe von ^2 > Vsj V^j das System yj = , ^3 = 0, ^4 = . 
ausgenommen, nur negativer Werthe , mit Ausschluss der Null, 
filhig ist. 

II. Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
schicke ich einen allgemeinen Satz über quadratische Formen vor- 
aus , der später gebraucht wird. 

Gesetzt die beiden quadratischen Formen 

seien durch die Substitution 

V = j9p^'yp 

in einander transformirbar , dann gehen gleichzeitig unter Ein- 
führung zweier neuen Systeme von je sechs Variablen y^^ = y^^ 
und Yyq = Fgp die beiden Formen 

^ "^ p3^ ^p^^p'i^pi'^p'i' %3^ hp'h^y^yp'i' » ^ = p-^^p'^«' V/ 
durch die Substitution 
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in einander über. Die Transformation von f in f liefert nämlich 
die identischen Gleichungen 

und vermittelst dieser Werthe der Spg geht zugleich F' in F über. 
Aus diesem Satz, der nicht nur für drei Variable y^^ y-^, ^4, 
sondern für jede Anzahl von Variablen gilt, gehl hervor, dass 
wenn f eine definite Form ist, d. h. wenn die Coefficienten /y 
alle dasselbe Zeichen haben , auch F eine definite Form sein muss, 
und zwar diese letztere eine positive. 

III. Das LA6RANGE*sche Maximum-Problem besteht darin, dass 
R zu einem Maximum zu machen ist, während die 4 Grössen 

— Q^^ =s — -j— vier gegebenen positiven Constanten c,- gleich 

werden sollen, welche, wenn c^ die grösste derselben ist, die 
Ungleichheit 

erfüllen. — Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt 
es sich, als Variable, nach welchen differentiirt wird, nicht die 
ursprünglichen Grössen [ik] sondern die Grössen q^j^ des adjun- 
girten Systems zu wählen , zwischen welchen die Gleichungen 

bestehen (§. 3 , S) . Indem ich aus den 25 Grössen Q^f, die Deter- 
minante 

P = ^±9..Qii ?«4 

und von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen 
Ordnungen bilde , ergiebt sich 

P ^ R\ ^ = Ä'iOO) =0, P' = -c — f- = 
und mit Benutzung der oben definirten Grössen Spg 

^9pq ^9i>*^9n^9pq ^^ 

ö'P' b*P 

Baltzer, Determ. 4. Anfl. 46 



1 

i 



= -Ä* 
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Hieraus ergeben sich die vollständigen Differentiale 
^dP' = d(Ä*) = %RdR = R^s^dq^ 

oder 

In den Summationen rechter Hand erhalt jede der Zahlen p, ?, 
p' , g' die Werthe 2 , 3 , 4 . Man kann aber auch noch den Werth 
\ hinzufügen , da 5,^ = ist für i =s 1 oder Ä: = 1 . Wenn man 
in den so erweiterten Summen für 5,;^., s^j^»^ s^fj^ ihre durch die 
Grössen [ik] ausgedrückten Werthe einsetzt und die Relationen 
9ii + ^t2 + ^»3 + ^t4 = ^ benutzt, ergeben sich die symmetri> 
sehen Ausdrücke 

(S) SdA B ^i%k)dqik 

(4) % (R^R-dB?) = - JS(ik!){n)d.Q^d^i,j^ 

iV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Differential- 
gleichungen des vorliegenden Problems , indem man die Differen- 
tiale von R und von den vier Grössen qsss —^]i = ^i2-i- ^13+^14) 
etc. gleich Null setzt. So erhält man =idR 

= dp„ + d(>„ + d^i, 
= d^„ + d^„ -¥ dQ^ 
= d^„ + <i^„ + d(»s4 
= d(»« + dp„ + d^„ 

Diese Gleichungen mit 1 , — Vi , — ^2? ""^3> "^*^4 mnltfpli- 
cirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient 
jedes einzelnen Differentials versohwinden muss , daher für i von 
k verschieden 

(5) (tfc) = iiVi-^Vi,) 

Hiereu kommen zwei Bedingungen. Erstens muss 

oder mit Benutzung von (5) 

= - ^Viyi* [y, + !/, + y, + !/4 = 0) 

eine definite negative Form seinw Z we itens muss d^R negativ 
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sein. Da aber für das Maximum bereits c//{ = ist und nach 
Art. iin die erste Bedingung die Ungleichheit A > eingeschlos- 
sen ist, so wird die zweite Bedingung erfüllt sein, sobald die 
rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von GL [i) 
geht aber für dQpg = ypg in die quadratische Form — F des Art. II 
über , welche gleichzeitig mit f eine definite negative Form ist. 
Die zweite Bedingung ist also durch die erste von selbst erfüllt. 

V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinante R 
erhält dieselbe den Ausdruck 



Ä = 



wo (11) = (22) = (33) = (44) = 0. Hieraus folgen für Ä und 
die vier Unterdeterminanten ß,-,- = — c^ die Werthe 
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(44) -v. 
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wo 



Q = 



Um die vier zwischen den gegebenen Grössen c^ und den 
unbekannten v^ bestehenden Gleichungen nach den v^ aufzulösen, 
setze ich 

für P positiv für P negativ 

Vp y^^ 

Vi Vi 

w =s yp,Q = zwi (o =« y3p. Q s 2wi 

Hierdurch gehen die Gleichungen zwischen den v^ und c,- über in 

Wi [w — tü^) = c^ a>^ ((ü — <w,) s= — c,- 

oder oder 

(wi^\w)^^ z-Ci (oii-i'")' = C+c^ 

Bedeuten e , e,- und b , c^ Grössen, welche der positiven oder nega- 
tiven Einheit gleich sind , so lassen sich die Grössen w , w^ und 
ta , (o^ so darstellen 

16* 
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und hieraus geht vermöge der Gleichungen w=s2wi, (o^Swf 
für J5 oder ^ = — js die Endgleichung in irrationaler Form hervor : 

(6) a 1/7- e, yT^^i -....-«, l/«-c^ = 
Hat man hieraus z oder ^ bestimmt , so setze man 

w= {yi^e,yr^,) (yi^e.yi^) 

a = (yy+3"t-*,y?) (Vchk^-m/t) 

wo ii für jeden positiven Werth von f positiv ist und W für die- 
jenigen positiven Werthe von z , welche grösser als .die grösste 
der Constanten q , d. h. grösser als C4 sind. Unter Einführung 
des Zeicheos 

«' == - fif««s«« 
ergiebt sich jetzt 

TT = P Ä = — €'P 

man kann daher setzen 

eyp= yw -tyCTp = l/l^ß 

und erhält demzufolge für v^ , R die Ausdrücke : 

i/p yw . y^p yjir 

R =z PQ s wyp = ay7 yw ä = « y^ yvir 

VI. Die irrationale Gleichung (6) in z oder C=r — z wird 
rational gemacht, indem man die Norm ihrer linken Seite, d. h. 
das Product der 16 irrationalen Factoren, welche den verschie- 
denen Werthen der Vorzeichen e^ .... 64 oder «^ .... €4 entspre- 
chen, bildet, und dieses Product, welches ich mit (D{z) = Ö^(— Q 
bezeichne, =0 setzt. Jeder der 46 irrationalen Factoren giebt, 
nach fallenden Potenzen von z oder ^ geordnet, eine Entwicklung 
der Form 

Az^-^i Bz^i + iCz'i A'C^ - i Ä'f -* + i C'£~* 

WO 
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In zwölf Facloren ist der Coefficient A (oder A') von der Null 
verschieden, in denjenigen vier dagegen, in welchen von den 
vier Vorzeichen e,- oder €,• eines negativ, die drei anderen positiv 
sind , ist der Coefficient A (oder A') des ersten Gliedes der Ent- 
wicklung =s . Die Norm (Z> ist daher in z oder ^ nicht von 
höherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad kann 
(Z> nur sinken, wenn in einem der bezeichneten vier Factoren 
ausser dem Goefficienten des ersten Gliedes der Entwicklung auch 
der Coefficient des zweiten Gliedes verschwindet. Dies ist nur in 
einem der 4 Factoren möglich , nämlich in demjenigen , für wel- 
chen gj = «2 = 63 = -I- 1 , 64 = — -1 , und in diesem auch nur 
dann, wenn zwischen den Constanten c^ die Relation 

Ci + C, + Cj = c^ 

besteht. In diesem Fall ist (D{z) nur vom dritten Grade. 

Die Wurzeln der Gleichung 0{z) =0 sind sämmtlich reell 
und drei derselben immer negativ , entsprechen also positiven 
Werthen von ^ . Sie gehören den 6 irrationalen Factoren in ^ an, 
für welche von den vier Zeichen e^ zwei positiv , zwei negativ 
sind. Betrachtet man z. B. die beiden Factoren 



^V^-^Vc- 



so ändern sich dieselben von f = bis ^a= -1-00 continuirlich. 
Für ^ =3 haben sie entgegengesetzte Werthe , wenn dagegen f in 
positivem Sinne über alle Grenzen wächst, werden beide Factoren 
positiv , einer derselben hat daher eine positive Wurzel t = ti . 
Auf ähnliche Weise lässt sich die Existenz zweier anderen Wur- 
zeln ^ = ^2 , ^ = & nachweisen. Aber diesen drei Wurzeln ent- 
sprechen imaginäre Lösungen des Maximum-Problems. Denn für 
jede derselben ist 



also Ve'ii imaginär, wodurch sämmtliche Grössen v^ und R ima- 
ginär werden. 

Die jetzt noch übrige vierte Wurzel von 0[z) = giebt im- 
mer eine reelle Lösung des Maximum-Problems. Zu ihrer Be- 



Digitized by VjOOQ IC 



246 §. M, 40. 

Stimmung müssen die beiden Fälle unierscbieden werden, in 
welchen 

C4 > Cj + c, + c, oder c^ < Ci -k- c^ -^ c. 

Für den beide Fälle von einander trennenden Grenzfall C4 
» Ci -4- C2 H- C3 wissen wir bereits , dass die vierte Wurzel von 
0{z) SS unendlich gross ist. In diesem Falle geben die For- 
medn des vorigen Art. 

•■-!/¥■ '■-V't' --1/?. "•-• 

also 

[ii] = (U) ^ («4), (48) « (14) + (34), (t3) = (24) + (14) 

d. h. die Ecke im Puncte (4) ist drei-rechtwinklig. 
Es sei 

c^ > Ci -h c^ + c, 

alsdann genügt der irrationalen Gleichung 



eine positive Wurzel f = &)> ^^ die linke Seite für ^=0 den 
negativen Werth — Vq — Vc2 — Vc^ -♦- Vc^ annimmt, während 
ihre Entwicklung 

-i(Ci+c, + c,-cJf"* + i(c,*+ c,»+ c,»-OC' * 

zeigt, dass sie für hinreidiend grosse Werthe von ^ positiv wird. 
In diesem Fall ist Cj =» «2 =* «3 == -*- ^ » «4 =* "" ^ » «' = — «1 «2 «3 «4 
=s -t- 4 , e'ß sx ü positiv also V^'ü reell. Nimmt man den posi- 
tiven Werth dieser Quadratwurzel, so werden nach den Formeln 
des vorigen Art. v^^ v^, v^ positiv, v^ negativ, R positiv. Da in 

- /■ = v.t/i* + v,t/,* + v,y,' + 17,1/4» (!/i +!/« + »« + ^4 = 0) 

drei der Multiplicatoren v^ positiv , einer negativ ist , so genügt es, 
dass die Determinante R von —/* positiv sei, damit — /"eine defi- 
nite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung erfüllt und 
die Lösung eine reelle. 
Es sei zweitens 

C, < Cj •♦• c, •♦• c, 

man setze 
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wo 1^ = -f- 4 oder = — . 1 , je nachdem 

VW = « 1/^- Vc, - c, - yc, - c, - Vc, - C, 

positiv oder negativ ist, dann hat i^(js)=0 eine Wurzel jz = jso 
zwischen js = C4 und js=+oo. In der That die Entwicklung 
nach fallenden Potenzen von z giebt 

für 17 s= + 4 ^ (a) = — 2 ji» 4. (c, + c, + c, + cj *^* 

für 1; = — 4 V («) = i(Ci + c, + c, — cj «""* + . . . 

also machen hinreichend grosse Werthe von z den Ausdruck ip{z) 
negativ für iy s= -1- 1 , positiv für iy = — 1 , d. h. von entgegen- 
gesetztem Zeichen mit 17, während er für js = C4 von gleichem 
Zeichen mit rj ist, womit die Existenz der Wurzel zssZq bewie- 
sen ist. 

In diesem Falle werden nach den Formeln des Art. V und 
für den positiven Werth der Quadratwurzel VW sämmtliche 
Grössen Vj , 1^2 > ^3 » ^4 ? '^ positiv , und es bedarf daher keines 
Beweises, dass 

f = - ZviV^ 

eine definite negative Form ist. 



Zu corrigireD bitte ich 

p. 46 Z. 4a V. u. fifa^fp 

p. 20 Z. 6 V. u. [acd:\a^ + ^cd)^^ =s [a\)c6){fi^d-^cd^ 

p. 66 Z. 5 V. u. r as 2 , . . 

p. 99 Z. 10 V. u. a" = 4. 



Dnick von Breitkopf k Härtel in Leipsi«. 
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